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lllmJJJ Okreslenie relacji

AGH
Okreslenie relaciji:

Relacja R jest zbiorem par uporzadkowanych, czyli
podzbiorem iloczynu kartezjanskiego dwoch zbioréw:
A (dziedzina relacji) i B (przeciwdziedzina relacji)

R c AxB
Zamiast pisa¢ (a, b)e R piszemy czesto aRb.

Jesli dziedzina i przeciwdziedzina relacji sq tym samym
zbiorem (A=B), to mowimy o relacji okreslonej na
zbiorze A.

R c AxA




lllmJJJ Wiasciwosci relacji

AGH

Witasnosci relacii:

Mowimy, ze relacja R na zbiorze A jest:

e zwrotna, jesli (vaeA) (aRa)

e przeciwzwrotna, jesli (vacA) (—(aRa))

e przechodnia, jesli (aRb A bRc) = aRc

e symetryczna, jesli aRb = bRa

e przeciwsymetryczna, jesli aRb = —(bRa)

e antysymetryczna, jesli (aRb » bRa) = a=b

@JJJ Relacje rownowaznosci

Relacje R na zbiorze A nazywamy relacjg rownowaznosci, gdy R
jest:

e zwrotna,

e symetryczna,
e przechodnia.

Relacja rownowaznosci dzieli zbior A na klasy rownowaznosci
(klasy abstrakcji). Przez [a], oznaczamy klase rownowaznosci
relacji R o reprezentancie a.

[alx={b | beA A aRb}
(va,beA) ([alg = [blr v [alxn [blg = @)
U [alr=A

acA




lllmJJJ Relacje czesciowego porzadku (1)

AGH

Relacjq czesciowego Dorzadku na zbiorze A
nazywamy relacje <, ktora jest:

e zwrotna,
e przechodnia,
e antysymetryczna.

Jesli < jest reIaCJa czesciowo porzadkujacg zbidr
A to pare (A, <) nazywamy zbiorem czesciowo
uporzadkowanym

Przyk+adem relacji czesciowego porzadku moze
KC relacja zawierania sie zbioréw (<)
reslona na zbiorze potegowym.

lllmJJJ Relacje czesciowego porzadku (2)

AGH

Przyktad: Zbior P = {1, 2, ...} jest czesciowo uporzadkowany przez relacje
podzielnosci | (n|m < n jest dzielnikiem m), gdyz:

¢ n|n (zwrotnosc),

e (nlm A m|k) = nlk (przechodnios¢),

e (n|m A m|n) = n=m (antysymetria).

Jesli < jest relacjg czesciowego porzadku na zbiorze A, to relacja <
zdefiniowana w A nastepujaco:
a<bo(a<b A a#b)

jest relacjg przeciwzwrotna, przechodnig i przeciwsymetryczng nazywana

quasi-porzadkiem. Kazdy czesciowy porzadek w zbiorze A wyznacza
pewien quasi-porzadek i, na odwrot, jesli < jest quasi-porzadkiem w A,

to relacja < zdefiniowana formutg
as<bos(a<xb v a=b)

jest czesciowym porzadkiem w A.




[llmJJJ Relacje porzadkujgce
AGH - element minimalny

Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Element
a, hazywamy minimalnym, jesli nie poprzedza go zaden element
w tym zbiorze, czyli

—(JacA) (a < ap)

Przyktad: w zbiorze P, = {1, 2, ...} czesciowo uporzadkowanym
przez relacje podzielnosci | (n|m < n jest dzielnikiem m) jest
dokfadnie jeden element minimalny. Jest to 1, gdyz dzieli ona
wszystkie pozostate liczby, a nie istnieje liczba, ktora dzieli
jedynke.

Przyktad: w zbiorze P, = {2, 3, ...} czesciowo uporzadkowanym
przez relacje podzielnosci | (n|m < n jest dzielnikiem m) jest
nieskonczenie wiele elementéw minimalnych. Sg to wszystkie
liczby pierwsze, gdyz zadna liczba n # p ze zbioru nie dzieli liczby
pierwszej p.

[llmJJJ Relacje porzadkujgce
AGH - element najmniejszy

Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Element
a, hazywamy najmniejszym, jesli jest on w relacji < ze
wszystkimi elementami tego zbioru, czyli

a, < a dlakazdego acA

Przyktad: w zbiorze P, = {1, 2, ...} czesciowo uporzadkowanym
przez relacje podzielnosci | (n|m < n jest dzielnikiem m) jest
dokfadnie jeden element najmniejszy. Jest to 1, gdyz dzieli ona
wszystkie pozostate liczby.

Przyktad: w zbiorze P, = {2, 3, ...} czesciowo uporzadkowanym
przez relacje podzielnosci | (n|m < n jest dzielnikiem m) nie ma
elementu najmniejszego, gdyz zadna liczba n > 1 nie dzieli
wszystkich liczb wiekszych od 1.




lllmJJJ Relacje liniowego porzadku

AGH

Relacjq liniowego porzadku na zbiorze A nazywamy
relacje R, ktéra posiada nastepujace wiasnosci:

e jest relacjg czesciowego porzadku, tzn. jest zwrotna,
przechodnia i antysymetryczna,

e spetnia warunek spdjnosci:
(va,beA) (aRb v bRa)

Jesli < jest relacjg liniowo porzadkujgcg zbior A to pare
(A, <) nazywamy zbiorem liniowo uporzadkowanym.
Przyktadem relacji liniowego porzadku jest relacja

~mniejszy lub réwny” (<) okreslona na zbiorze
nieujemnych liczb catkowitych.

[llmJJJ Relacje liniowego porzadku

acH  oraz relacje dobrego porzadku

Jesli (A, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, a
B < A jest podzbiorem zbioru A, to (B, <) jest rowniez
zbiorem liniowo uporzadkowanym.

W zbiorze liniowo uporzadkowanym (A, <) nastepujace
warunki sg rownowazne:

* 3, jest elementem minimalnym,

* a, < a dla kazdego acA-{ay}

* 3, jest elementem najmniejszym.

Zbior liniowo uporzadkowany (A, <) jest zbiorem dobrze
uporzgdkowanym, jesli kazdy niepusty podzbior B
zbioru A (BcA, B#W) posiada element najmniejszy.

Jesli (A, <) jest zbiorem dobrze uporzgdkowanym, a
B < A jest podzbiorem zbioru A, to (B, <) jest rowniez
zbiorem dobrze uporzadkowanym.




lllmJJJ Domkniecia relacji (1)

AGH
Domkniecia relacji:

k-ty stopien Rk relacji R na zbiorze A okreslamy
nastepujgco:

aR% < a=b

aRb < aRb

aRkb < (3ceA) (aRc A cRk1b)
czyli np.

aR?b < (3ceA) (aRc A cRb)

aR3b < (3c,€A) (aRc; A ¢R?b) <
(3c4,c,€A) (aRc; A cyRe, A c;Rb)

lllmJJJ Domkniecia relacji (2)

AGH

Przyktad:
R = NxN

N = {0, 1, 2, ...} - zbidr liczb naturalnych (z zerem)

NRM < n=m+2

NRZM < n=p+2 A p=m+2 < n=m+4

NR3M < n=p;+2 A p; =p,+2 A p,=M+2 < n=m+6
(8,6) eR
(8,4) € R?
(8,2) e R3




lllmJJJ Domkniecia relacji (3)

AGH

Przechodnie domkniecie R* relacji R na zbiorze A definiujemy
nastepujaco:

aR*b < (3i>1) (aRb)

Przechodnie i zwrotne domkniecie R* relacji R na zbiorze A
definiujemy nastepujaco:

aR*b < (3i=0) (aRb)

Inna (rekurencyjna) definicja domkniecia przechodniego R*
1)aRb = aR*b
2) (aR*b A bR*c) = aR*c
3) nic innego nie nalezy do R* poza tym, co wynika z punktow

(1) (2).

[llmJJJ Domkniecia relacji (4)

AGH

Niektore uzyteczne zaleznosci:
aR*b < aR+*b v a=b

R* = R* U R
R+t = |J Ri

i>1
R* = UR

i~0




lllmJJJ Domkniecia relacji (5)

AGH

Przechodnie domkniecie R*k relacji R stopnia k na zbiorze A definiujemy
nastepujgco:

aR+kb < (3 1<i<k) (aRb)

Przechodnie i zwrotne domkniecie R** relacji R stopnia k na zbiorze A
definiujemy nastepujaco:

aR*b < (3 0<i<k ) (aRb)

Niektdére uzyteczne zaleznosci:

Rtk = Rl U R2 U ...URk = |J R

1<isk
i
i

J

<i
R* = RO U Rl U ...uURKk = |
0O<i<

R
k
Twierdzenie:

Niech n = #A, n<wo (zbidr A jest skonczony). Wtedy R+ < R+n

lllmJJJ Macierze boolowskie relacji (1)

AGH

Macierze boolowskie relacji:
Niech:
A={a;,a, ..., a,}

R < AxA

I,=41, 2, ..., n}

Macierzg boolowskg M reprezentujgcq relacje R
nazywamy odwzorowanie:

M: IxI — {0, 1}
takie, ze:

l<aRa,;

M. =M@, )=
Y /) 0 < —(a,Ra;)




lllmJJJ Macierze boolowskie relacji (2)

AGH

Przyktad:
A= {all d,, a3}
R = {(all a3)/ (azr a3)/ (a3/ az)}

@“]JJJ Macierze boolowskie relacji (3)

Niech R”i R” beda relacjami i niech M’ reprezentuje
R’ oraz M” reprezentuje R”.
R’ = AxA R"” < AxA
Niech R bedzie sumg teoriomnogosciowg R’ i R”
R=R UR"”
a;Ra, < a,;Ra, v a;R"a,
Wowczas:
M=MvM”’
JleM,=1vM; =1
oM, =0 AM,; =0

i




@JJJ Macierze boolowskie relacji (4)

Niech teraz R bedzie ztozeniem R"i R”
R=RR"
a,Ra, < (3aeA) (a,Ra A aR'a,)
Wowczas:
M=M.M"

M;=\IM, "M,
k=1

loM, =1 AM,; =1

My "M, = " -
0= M, =0vM, =0

@“]JJJ Macierze boolowskie relacji (5)

Przyktad:
A = {a, b} Vo 11
R"={(a, a), (a, b), (b, b)} 01
R” = {(a, b), (b, a)} o1
M =
b
Ry =R VR = {(a a) 1 1] o 1] 11
(al b)l (bl a)l (bl b)} M :M'VM": \V/ =
! 0 1] |1 o [11
R, = R R"= {(a, a), (a, b), oL 1o 17 11
“(b, a)) M, =M M {0 1“1 o}z[l 0}




lllmJJJ Macierze boolowskie relaciji (6)

AGH

Obliczanie domkniecia przechodniego dla R cAxA; n = #A < ®©
Poniewaz R* < R*" , wiec wystarczy obliczy¢
R+ = R! U R2Z U ... URn
Algorytm:
Wejscie: R reprezentowane przez M
Wyjscie: R* reprezentowane przez M+
+:=0; (0 - macierz zerowa)

M’ :=M;
fori:=1tondo
begin
M+t 1= M+ v M/;
M =M. M;
end;

mmJJJ Macierze boolowskie relacji (7)

AGH

Przyktad:
A={a b, c}
R ={(a, ¢), (b, c), (c, a)}
0 01
M={0 0 1
1 00
Poczatkowo:
0 0 01
M*=l0 0 Of M =0 0 1
0 1 00




00 17[0 0 171 00
M = 1l{o 0 1|=[1 0 0
1 0 0/[1 0 0] |[001
1.0 0]fo 0 1] [0 0 1
M = 00 0 1{=0 0 1
0 [t oo [t oo

Ostatecznie:
R* = {(a, a), (a, ¢), (b, @), (b, ), (c, a), (¢, c)}




