1.5. Relacje prawostronnie niezmiennicze

Omawiane w niniejszym podrozdziale relacje zdefiniowane sg w zbiorze wszystkich stoéw nad
pewnym skonczonym alfabetem.

Relacja prawostronnie niezmiennicza
Relacj¢ R < T* x T* (gdzie T jest skonczonym alfabetem symboli) nazywamy prawostronnie
niezmienniczg wtedy i tylko wtedy, gdy
(Yu,veT*) (URVv = (V2 eT*) uzRvz)
Przyktadem relacji prawostronnie niezmienniczej jest relacja R. indukowana przez jezyk L

Relacja indukowana przez jezyk

Relacja indukowang przez jezyk L < T* nazywamy relacje R, < T* x T* (gdzie T jest
skonczonym alfabetem symboli) taka, ze

(Pu,veT*) (URLV = ((VzeT*) uzel < vzel))
Uzasadnienie, ze relacja R\ jest relacja prawostronnie niezmiennicza sprowadza si¢ do
pokazania, ze jesli UR v to dla dowolnego z eT* roéwniez uzR vz. Z definicji relacji R. mamy,
ze UzR vz wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego y eT* zachodzi (uz)y eL =(vz)y L.
Poniewaz ztozenie tancuchow jest operacja faczng, wiec ostatnig zalezno$¢ mozna zapisac
w postaci u(zy) eL =v(zy) eL. Oznaczajac zy przez x (X jako ztozenie dwoch dowolnych
tancuchow z T* jest dowolnym tancuchem nalezacym do T*) otrzymamy ux eL =vx el, co
konczy uzasadnienie prawostronnej niezmienniczos$ci relacji Ry.
Relacja R indukowana przez jezyk L jest relacja rownowaznosci. Zwrotno$¢ i symetria
relacji R, jest oczywista (czytelnik zechce sprawdzi¢ sam). Uzasadnimy przechodnios¢ relacji
R.. Dla dowolnych u,v,w e T* oraz dla dowolnych x,y € T* mamy:

dla uR.v zachodzi uxelL =vxel

dla vR.w zachodzi vyel =wy el
Poniewaz X i y sg dowolne, wigc takze dla dowolnego z € T* jest:
uzeL =vzel oraz vzelL =wzel czyli z przechodniosci rownowaznosci UzeL =wz eL.
Wobec tego uR w.

Def. relacji rownowazno$ci o indeksie skonczonym

Moéwimy, ze relacja rownowaznosci jest relacja o indeksie skonczonym, jezeli ta relacja
rownowaznosci posiada skonczong liczbe klas abstrakcji.

Przyktad [Homenda]:
Dany jest jezyk:

{a™"c* | m+n > 0; n+k > 0}
Znalez¢ liczbe klas abstrakcji relacji Ry.

Rozwazymy nastepujace zbiory:
o Ko ={¢}



o Ky={aP|p=1}

e Ko={a’b' |p>0;,r>1}

o Ky={aPb%"|p+tqg=>1 r>1}

e K, —pozostale stowa nad alfabetem T = {a, b, c}

Zbiory Ko, K1, Ky, K3, K4 stanowig podziat zbioru wszystkich stow nad alfabetem T = {a,b,c}.
Uzasadnimy, ze kazde dwa stowa z dowolnego ze zbiorow Ko, K1, Ky, K3, K4 pozostajg ze
sobg w relacji Ry.:

e Ky stowo ¢ bedzie ze soba w relacji, gdyz relacja R jest zwrotna,

e K; —dowolne dwastowau = aP i v = a9 gdzie p,q > /, uzupehione o stowo w
beda nalezeé do jezyka L wtedy i tylko wtedy, gdy w = a"b®c', gdzie r > 0, s+t > 1,

e K, — dowolne dwa stowa u=a*b? i v=a'b?, gdzie k,/>0, p,q>1, uzupemione o
stowo W beda nalezeé do jezyka L wtedy i tylko wtedy, gdy w=b°c', gdzie s, 1>0

e Kj — dowolne dwa stowa u=aPb%c" i v=a*b™c", gdzie p+¢>1, r>1, k+m>1,
n>1, uzupetione o stowo w bedg naleze¢ do jezyka L wtedy i tylko wtedy, gdy
w=c', gdzie >0,

e K, —zZadne stowo z tego zbioru nie bedzie naleze¢ do jezyka po uzupetnieniu go o
dowolne inne stowo.

Wiynika stad, ze kazdy ze zbiorow Ko, Ky, Ky, K3, K4 zawiera si¢ w pewnej klasie abstrakcji
relacji R.. Aby pokazacé, ze zbiory Ko, Ky, Ky, K3, K4 sg klasami abstrakcji nalezy jeszcze
udowodni¢, ze zadne dwa stowa z r6znych zbioréw nie bgda ze sobg w relacji Ry

e Zadne stowo z K nie jest w relacji z zadnym stowem z K;: niech u=g, v=aP,
gdzie p >1. Jesli w=c, to uw L, natomiast vw L,

e Zadne stowo z Ky nie jest w relacji z zadnym stowem z kazdego ze zbioréw Ky, K,
K4: niechu=g¢, v — dowolne stowo ze zbiorow K,, K3, K4. Jesli w=abc, to uw L,
natomiast vw L.

e Zadne stowo z Ky nie jest w relacji z zadnym stowem z kazdego ze zbiorow Kj, Ks,
K4: niech u — dowolne stowo ze zbioru K1, v — dowolne stowo ze zbiorow K, Ks,
K. Jesli w=ab, to uw L, natomiast vw L.

e Zadne stowo z K, nie jest w relacji z zadnym stowem z kazdego ze zbiorow Ks, Ky:
niech u — dowolne stowo ze zbioru K,, v — dowolne stowo ze zbiorow Ks, Ka. Jesli
w=Dbc, to uw €L, natomiast vw L .

e Zadne stowo z K3 nie jest w relacji z zadnym stowem z Ky: niech u — dowolne stowo
ze zbioru K3, v — dowolne stowo ze zbioru K4. Jesli w=c, to uw L, natomiast
vw L.

Tak wigc liczba klas abstrakcji relacji R wynosi 5.

Przyktad
Znalez¢ liczbe klas abstrakcji relacji R indukowanej przez jezyk:

L ={a"b" | n>1}
Rozwazymy jednoelementowe zbiory Ki,j={aibj}, gdzie i=0,1,2,..., zas 0<] <i oraz zbior
Kx zawierajacy wszystkie pozostate stowa nad alfabetem T={a,b}. Zbiory K j={a'b’} oraz



zbior Ky stanowig podzial zbioru wszystkich stow nad alfabetem T={a,b}. Elementy kazdego
ze zbiorow jednoelementowych K j sa oczywiscie w relacji z samymi soba, ze wzgledu na
zwrotno$¢ relacji R.. Element ktoregokolwiek ze zbiorow K j nie jest w relacji z elementem
zadnego innego zbioru K, . PrzesledZmy to na czterech przyktadach:
o Wezmy dwa rozne zbiory K; j={a'b'}oraz K; n={a'b™}. Niech u=a'b’ gdzie
0<j<i orazv=a'b™ gdzie 0<m=<i, j=m. Niechw=b"J. Wtedy uw eL, za§ vw L.
e  Wezmy dwa rézne zbiory K; o={a'}oraz K, »={a"b™}. Niechu=a' oraz v=a"b"
gdzie 0<m<n, przy czym m=0 lub i=n. Niechw=a*b'**. Wtedy uw eL, za$
vw L.
o Wezmy dwa rézne zbiory K; j={a'b'}oraz K, n={a"b™}. Niech u=a'b’ gdzie
0<j<i orazv=a"b™ gdzie 0.<m=<n, przy czym j=m lub i=n. Niechw=b'". Wtedy
uw eL, zas vw L.
e  Wezmy dwa rozne zbiory Ko o={s}oraz K, n={a"b™}. Niech u=¢ orazv=a"b"
gdzie 0<m<n, przy czym n=0. Niech w=a*b¥, gdzie k>0. Wtedy uw €L, za$
vw L.
Zaden element zbioru Ky nie jest w relacji R, z elementem ktoregokolwiek ze zbiorow
jednoelementowych, gdyz prawostronne uzupetnienie kazdego z tancuchow z Ky 0 dowolny
tancuch daje stowo nie bedace elementem jezyka L, zas dla kazdego ze zbioréw
jednoelementowych istnieje jakis tancuch, po dopisaniu ktoérego z prawej strony do elementu
tego zbioru otrzymamy stowo jgzyka. Przyktadowo:
dla zbioru K o zawierajacego element & bedzie to zbior laficuchow {a'b’ | j>01},
dla zbioru K; o zawierajacego element a' bedzie to zbidr tancuchow {a’b'* | j>0},
dla zbioru K; ;.x zawierajacego element a'b' ™ bedzie to tancuch b¥,

dla zbioru K; ; zawierajacego element a'b' bedzie to tancuch e.

Tak wigc jednoelementowe zbiory Ki,j:{aibj}, gdziei=0,1,2,...; 0<]<i oraz zbior Ky
zawierajacy wszystkie pozostate stowa nad alfabetem T={a,b} sa klasami abstrakc;ji relacji
R.. Liczba klas abstrakcji relacji R, jest w tym przypadku nieskonczona.

Przyktad
Znalez¢ liczbe klas abstrakcji relacji Ri. indukowanej przez jezyk:

L={a"0" | n>1}
Rozwazymy jednoelementowe zbiory K;o={a | i >0}, wieloelementowe zbiory K, J:{aibk |
i >1, k>1, 0<j<1, j=i —k} oraz zbior Ky zawierajacy wszystkie pozostate stowa nad alfabetem
2={a,b}. Zbiory jednoelementowe K, o, wieloelementowe zbiory K, ; oraz zbiér K, stanowia
podziatl zbioru wszystkich stow nad alfabetem 2={a,b}. Elementy kazdego ze zbiorow K; o
oraz K, ; sa oczywiscie w relacji z samymi sobg. Element ktoregokolwiek ze zbiorow K; o 0Oraz
K. nie jest w relacji z elementem zadnego innego zbioru K; o czy K. ;. Zaden element zbioru
Ky nie jest w relacji R. z elementem ktoregokolwiek ze zbioréw K; o 0raz K, ;, gdyz
prawostronne uzupetnienie kazdego z tancuchow z Ky o dowolny tancuch daje stowo nie
bedace elementem jezyka L, zas dla kazdego ze zbiorow K; . Oraz K, ; istnieje jakis$ tancuch,
po dopisaniu ktorego z prawej strony do elementu tego zbioru otrzymamy stowo jezyka. Tak



wiec zbiory K; o Oraz K, ; oraz zbior Ky zawierajacy wszystkie pozostale stowa nad alfabetem
2={a,b} sa klasami abstrakcji relacji R.. Liczba klas abstrakcji relacji R jest w tym
przypadku nieskonczona. Wszystkie stowa badanego jezyka naleza do K, .



