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Definicja jezyka

Definicja jezyka

Niech 2 bedzie alfabetem, 2* - zbiorem wszystkich tancuchéw nad
alfabetem 2.

Dowolny podzbiér L zbioru 2* nazywamy jezykiem L nad alfabetem 2.

Lc2*
Przyktady:
L, =9 - jezyk pusty
L, = {e} - jezyk zawierajgcy tylko stowo puste
L, =2* - jezyk zawierajgcy wszystkie stowa nad alfabetem 2
L; = {e, 0, 01, 001} - jezyk zawierajgcy skonczong liczbe stow
L, ={0, 01, 011, 0111, ..} ={01" | n> 0} - jezyk nieskonczony



MJJJ Operacje na jezykach (1)

AGH

Niech L, L, i L, beda jezykami odpowiednio nad alfabetami 2, 2, i2,.
Lc2* L, c2,* L, c 2.*

Najczesciej wykorzystuje sie nastepujgce operacje na jezykach:

Suma teoriomnogosciowa
L,ul, ={x | xel; vxel,}

Ztozenie jezykow
L,L, ={XX, | X, elL; A X, eL,}

Domkniecie Kleene’'a (gwiazdka Kleene’a) L*

LO = {e}
L1=1L
L2=L1L
|Ln= Ln-1|_

L*=luUllulL2UulLduU...
L*=L1ulL2ulluU...



@M Operacje na jezykach (2)

Rozpatruje sie takze operacje przeciecia (iloczynu
teoriomnogosciowego), dopetnienia, podstawienia,
homomorfizmu 1 ilorazu.

Przeciecie (iloczyn teoriomnogosciowy)
L,nL, ={x | xXel; A Xel,}
Dopetnienie jezyka L wzgledem 2*

L=3"—-L

lloraz jezykow

Niech bedg dane dwa jezyki: L, c2*, L, c2*. Definiujemy
lloraz L,/L, tych jezykow jako:

L/L,={x | (Ayel,)(Xyely)}
D




MJJJ Operacje na jezykach (3)

AGH

Przypomnienie definicji ilorazu
L/L,={x | (Fyely) (xyely}
Rozwazamy jezyki:
* L,={0"10™ | m=0, n=>0} =
={1, 01, 10, 001, 010, 100, 0001, 0010, 0100, 1000, ...}
- L,={10"1 | n>=0}={11, 101, 1001, 10001, ...}
L,/L,=& gdyz kazdy tancuch yel, zawiera dwie
jedynki, a kazdy tancuch xyeL, moze zawierac tylko
jedng jedynke, wiec nie istnieje tancuch X, taki ze xyel,
| yel,.



W Operacje na jezykach (4)

AGH

Przypomnienie definicji ilorazu
Li/L,={x | (Fyely) (xyely}
Rozwazamy jezyki:

+ L, ={0"10m | m>0, n>0}=
={1, 01, 10, 001, 010, 100, 0001, 0010, 0100, 1000, ...}

+ L,={0"1 | n>0}={1, 01,001, 0001, ...}

L,/L;={0" | n >0} ={g, O, 00, 000, ...} gdyz w rachube
wchodza tylko stowa 1, 01, 001, 0001, ...z L, |
wszystkie stowa z L, (choC wystarczytoby tylko stowo 1).



MJJJ Operacje na jezykach (9)

AGH

Przypomnienie definicji ilorazu

L/L,={x | (Fyel,)(xyel,}
Rozwazamy jezyki:
- L,={10"1 | n=0}={11, 101, 1001, 10001, ...}
- L,={0"1 | n=0}={1, 01, 001, 0001, ...}
L,/L;={10" | n2>0} ={1, 10, 100, 1000, ...} .




Mm Podstawienia (1)

AGH

Podstawienie f jest odwzorowaniem alfabetu 2 na podzbiory zbioru 7 dla
pewnego alfabetu . Zatem f przyporzgdkowuje kazdemu symbolowi z 2
pewien jezyk.

f. 20

Odwzorowanie f rozszerzamy na tancuchy
f. 20

W nastepujgcy sposob:

(1) f(e) = {e}

(2) f(xa) = f(x)f(a)

Wreszcie odwzorowanie f rozszerzamy na zbiory tancuchow, czyli na jezyki
f. 2820

definiujgc:

f(L) = XUL f(x)



MUJ Podstawienia (2)

AGH

Przykitad:
Niech
2 ={0, 1}
[ ={a, b}
f(0) = {a}
f(1) ={b" | n>0}={g, b, bb, bbb, ...}
Wtedy dla fancucha 010 mamy:
f(010) ={a} {b" | n > 0} {a} = {aa, aba, abba, abbba, ...} = {ab"a | n > 0}
Niech
L={0"1|m=>0}={1, 01, 001, 0001, ...}
Wtedy

f(L)={@a™" |m>0, n>0}=
={¢, b, bb, bbb, ..., a, ab, abb, abbb, ..., aa, aab, aabb, aabbb, ..., aaa, aaab,
aaabb, ...}




Mm Homomorfizmy (1)

AGH

Homomorfizmem h nazywany takie podstawienie, ktére kazdemu symbolowi alfabetu
2 przypisuje doktadnie jeden tancuch ze zbioru * czyli homomorfizm to
odwzorowanie:

h: XTI
Rozszerzamy odwzorowanie h na tancuchy
h: XTI
w taki sam sposob, jak to miato miejsce z podstawieniem:
(1) h(e) =¢
(2) h(xa) = h(x)h(a)
Dalej rozszerzamy homomorfizm h na jezyki
h: 2% 20
w taki sam sposob, jak podstawienie
hL) = U hx)
xel



MUJ Homomorfizmy (2)

AGH

Definiujemy przeciwobraz homomorficzny h-1(x) tancucha x jako:

h=(x) ={y | h(y) =x}

oraz przeciwobraz homomorficzny hi(L) jezyka L jako:
h-i(L) ={x | h(x) € L}

Zachodzi przy tym:
h2(h(L)) = L

oraz:
h(h*(L)) = L




Mm Homomorfizmy (3)

AGH

Przyktad: Niech
2={0,1,2} oraz T ={a, b}

h(0) =a
h(1) = aab
h(2) = ab

Wtedy dla fancucha 012 mamy:
h(012) = aaabab
Niech: L={01, 02}
Wtedy: h(L) = {aaab, aab}
Wyznaczmy h-(h(L))
h-i(h(L)) = {002, 01, 02, 1} = L
Widzimy, ze:
hi(h(L) o L



M]JJ Homomorfizmy (4)

AGH

Przyktad:
Niech
2={0,1} oraz I ={a, b}

h(0) = aa
h(1) = aba

Niech
L ={(ab)"a | n >0} = {a, aba, ababa, abababa, ...}
Wtedy
h=(L) = {1}
Wyznaczmy h(h1(L))
h(h-i(L)) = {aba} = L
Widzimy, ze:
h(h*(L)) c L



Mm Przedrostki, przyrostki (1)

AGH

Niech z e L £ 2" bedzie stowem z jezyka L.
Przedstawimy z w postaci:
Z =Xy X,y € 2

X nazywamy przedrostkiem (prefiksem) stowa z, zas y nazywamy przyrostkiem
(sufiksem) stowa z.

X nazywamy przedrostkiem wtasciwym stowa z < y #E€.

y nazywamy przyrostkiem wiasciwym stowa z < X #€.

Przykiad:

Rozwazamy stowo abbb

Przedrostki tego stowa to: ¢, a, ab, abb, abbb

Przedrostki wtasciwe tego stowa to: ¢, a, ab, abb



Mm Przedrostki, przyrostki (2)

AGH

Jezyk L ma wilasnosc¢ przedrostkowg gdy:
(V zel) (V s—bedacego przedrostkiem wiasciwym stowa z eL) (s ¢ L)

czyli jezyk ma witasnosc¢ przedrostkowa, jesli zaden przedrostek witasciwy
stowa tego jezyka nie jest identyczny z zadnym stowem tego jezyka.

Jezyk L ma witasnosc przyrostkowg gdy:

(V zelL)(V s—bedacego przyrostkiem wtasciwym stowaz eL) (s ¢ L)

czyli jezyk ma witasnos¢ przyrostkowa, jesli zaden przyrostek wtasciwy stowa
tego jezyka nie jest identyczny z zadnym stowem tego jezyka.




ulm J Przedrostki, przyrostki (3)

AGH

Przykiad :
L=4{10" |n>0} = {1, 10, 100, 1000, ...}

L nie posiada wiasnosci przedrostkowej, gdyz np. stowo
1000 ma przedrostek wiasciwy 10 bedacy stowem

tego jezyka.

L posiada wiasnosc przyrostkowa, gdyz wszystkie
przyrostki wiasciwe stow tego jezyka majg postac
{0" | n >0}, izaden z nich nie jest identyczny z
zadnym stowem tego jezyka.




mﬂ Uporzadkowanie stow
AGH nalezgcych do jezyka

e Zbidr stownikowy mozna uwazac za zbior liniowo lub
dobrze uporzadkowany, np. poprzez porzadek
leksykograficzny (2*, <,) lub standardowy (2*, <¢).

e W taki sam sposdb mozna uporzadkowac stowa dowolnego
jezyka L c2* (okreslajac relacje < na alfabecie 2 oraz
redukujac relacje <c lub <, okreslong na 2* do L).
Mowimy wowczas o leksykograficznym lub standardowym
porzadku stow danego jezyka.

e Przyktadem porzadku leksykograficznego <, dla
skonczonych zbioréw (jezykow) moze byc¢ uporzadkowanie
stow w encyklopediach, stownikach, leksykonach -
wowczas < jest powszechnie przyjetym uporzadkowaniem
liter w alfabecie pewnego jezyka naturalnego.



M“m Moc zbioru wszystkich jezykow (1)

AGH

Lemat: Zbidr B wszystkich nieskonczonych ciggdw zerojedynkowych jest
nieprzeliczalny.

Zat6zmy dla dowodu nie wprost, ze zbior wszystkich nieskonczonych
tancuchow zerojedynkowych jest przeliczalny. Mozna wiec te tancuchy
wypisac i ponumerowac, na przyktad tak:

numer | tancuch Skonstruujemy tancuch x rézny od

wszystkich wypisanych fancuchow.

1 01100010010100... Jesli n-ty tancuch ma na n-tej pozycji

2 10001001001110... zero, to x bedzie miat na n-tej pozycji

3 01110101010010 jedynke i na odwrot, jesli n-ty tancuch

ma na n-tej pozycji jedynke, to x

4 11101100111011... bedzie miat na n-tej pozycji zero. U

nas x = 1101...

tancuch x jest rozny co najmniej na jednej pozycji od kazdego z wypisanych
tancuchdw, wobec tego jest rozny od kazdego z wszystkich ftancuchow.
DoszliSmy do sprzecznosci. Zbioru wszystkich nieskonczonych tancuchow
zerojedynkowych nie da sie ponumerowac, jest to wiec zbior nieprzeliczalny.
(Jest to metoda diagonalizacji Cantora).



MM Moc zbioru wszystkich jezykow (2)

AGH

Twierdzenie: Zbior L = 22" wszystkich jezykdéw (wszystkich podzbioréw
zbioru Z* - zbioru stownikowego nad danym alfabetem %) jest
nieprzeliczalny.

Pokazemy, ze L jest nieprzeliczalny konstruujac bijekcje miedzy B (zbiorem
wszystkich nieskonczonych tancuchdéw zerojedynkowych) i £ dowodzaca,
Ze oba te zbiory sq tej samej mocy. Ponumerujmy stowa z 2* (wiadomo,
ze mozna, np. stosujqc porzadek standardowy): 2* = {s;, S5, S3, ... -
Kazdy jezyk L € £ = 2%* odpowiada unikalnemu ciggowi z B - i-ty bit tego
ciggu jest rowny jeden wtedy i tylko wtedy, gdy s; € L, w przeciwnym
przypadku bit ten jest rowny zero. Taki ciagg nazywamy ciggiem
charakterystycznym y, jezyka L.

Przyktad: Z = {a, b}

>*=4{¢€, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, ... }
L= a, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, e
w= 01 0 1 1 O 1 1 1 0 1 0

Odwzorowanie f: L+ B, gdzie f(L)= yx_jest bijekcjq, zatem, poniewaz B jest
nieprzeliczalny, to £ takze jest nieprzeliczalny.




MM Relacja indukowana przez jezyk (1)

AGH
Relacja prawostronnie niezmiennicza

Relacje R c 2* x >* (gdzie 2 jest skonczonym alfabetem symboli)
nazywamy prawostronnie niezmienniczg wtedy i tylko wtedy, gdy

(vu,ve2*) (URvV = (Vvze2*) uzR vz)

Przyktadem relacji prawostronnie niezmienniczej jest relacja R,
indukowana przez jezyk L

Relacja indukowana przez jezyk

Relacjg indukowang przez jezyk L < 2* nazywamy relacje
R, c >*x 2* (gdzie 2 jest skonczonym alfabetem symboli) taka, ze

(vu,ve2>) (UR)v =((Vze2™*) uzel < vzel))

Uzasadnienie, ze relacja R, jest relacjg prawostronnie niezmienniczg
mozna znalez¢ na stronie http://kompilatory.agh.edu.pl

Relacja R, indukowana przez jezyk L jest relacjg rownowaznosci.
Relacja rownowaznosci o indeksie skonczonym

Mowimy, ze relacja rownowaznosci jest relacjq o indeksie
skonczonym, jezeli ta relacja rownowaznosci posiada skonczong

Iiczbi klas abstrakci'i.




Mm Relacja indukowana przez jezyk (2)
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Przykiad:

Dany jest jezyk:
{ambnck | m+n > 0; n+k > 0}
Znalezc liczbe klas abstrakcji relacji R,.

Rozwazymy nastepujace zbiory:

* Ky=A{¢}

e K,=4{aP|pz21}

o K,={aPb" |p=20;,r=1}

o K;={arPbic" | p+qg =1,r=1}

e K, - pozostate stowa nad alfabetem 2 = {a, b, c}

Zbiory K,, K;, K,, K5, K, stanowig podziat zbioru wszystkich stéw nad alfabetem
2 ={a,b,c}.

Mozna uzasadnic, ze kazde dwa stowa z dowolnego ze zbiorow K,, K;, K, K3, K,
pozostajq ze sobg w relacji R, oraz ze zadne dwa stowa z réznych zbioréw nie
bedq ze sobg w relacji R, (por. http://kompilatory.agh.edu.pl). Tak wiec liczba
klas abstrakcji relacji R, wynosi 5.



M“m Relacja indukowana przez jezyk (3)
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Przyktad

ZnalezC liczbe klas abstrakcji relacji R, indukowanej przez jezyk:
L ={a"b" | n=1}

Rozwazymy jednoelementowe zbiory K; ,={a'| i 2 0}, wieloelementowe zbiory K, ={a'b¥]
i 21, k 21, 0<|<1, j=i —k} oraz zbior K, zawierajgcy wszystkie pozostate stowa nad
alfabetem 2={a,b}. Zbiory jednoelementowe K; ,, wieloelementowe zbiory K, ; oraz
zbior K, stanowig podziat zbioru wszystkich stow nad alfabetem 2={a,b}. Elementy
kazdego ze zbiorow K;, oraz K, ; sg oczywiscie w relacji z samymi soba. Element
ktoregokolwiek ze z_bioréw Ki . 0oraz K, ; nie jest w relacji z elementem zadnego innego
zbioru K;, czy K, ;. Zaden element zbioru K, nie jest w relacji R, z elementem
ktoregokolwiek ze zbiorow K;, oraz K, ;, gdyz prawostronne uzupetnienie kazdego z
tancuchow z K, o dowolny tancuch daje stowo nie bedgce elementem jezyka L, zas
dla kazdego ze zbiorow K; , oraz K, ; istnieje jakis tancuch, po dopisaniu ktorego z
prawej strony do elementu tego zbioru otrzymamy stowo jezyka. Tak wigc zbiory K,
oraz K, ; oraz zbidr K, zawierajgcy wszystkie pozostate stowa nad alfabetem 2={a,b}
sg klasami abstrakciji relacji R, . Liczba klas abstrakcji relacji R, jest w tym przypadku
nieskonczona. Wszystkie stowa badanego jezyka nalezg do K, .



