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Gramatyka

Gramatyka G nazywamy czworke uporzadkowang
G=<V, 32, P, S>
gdzie:

V - skonczony zbior symboli nieterminalnych (zmiennych
jezykowych),

> — zbidr (alfabet) symboli terminalnych,
P — skonczony zbior produkcji, z ktérych kazda ma posta¢ a — B
S € V - wyrdzniony symbol poczatkowy (nieterminal)
przy czym:
P c (Vux)* x (Vu2)*
P={a—=B | ae (Vux)*, B e(Vux)* }
Czasami produkcje definiuje sie inaczej:
P c(VuX)*V(Vux)* x (Vu)*
P={a—>B |ae (VuX)*V((Vu2)*, B e(Vux)* }
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Wyprowadzalnosc (1)

Stowo @ jest wyprowadzalne bezposrednio ze
stowa w W gramatyce G, co zapisujemy

W =6 Y
jezeli:

W = Yyaod

Y = ypo

(a—>pB)eP

a, B, Y, 0, Yy, w e (VuX)*
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Wyprowadzalnosc (2)

Stowo Y jest wyprowadzalne ze stowa w w gramatyce G, co zapisujemy
W =" Y
jezeli istniejq @y, ¢4, ... ,P, € (VUZ)* takie, ze:

Py =@
P =y
Pi-1 =6 P dlai=1, 2,...,n

Sekwencje @, ¢; ... ,, nhazywamy wyprowadzeniem o dtugosci n.
Definiujemy ponadto:
(0=c*y) < (w=6"yY) v (w=y)

Relacje =t oraz =;* sg odpowiednio przechodnim oraz przechodnim i
zwrotnym domknigciem relacji bezposredniej wyprowadzalnosci =.
Jezeli wiadomo, o jakg gramatyke chodzi, pomijamy dolny indeks , G" w
oznaczeniu tych relacji piszqc po prostu: =*t, =*oraz =.



ll”]“ Jezyk generowany przez gramatyke,
AGH forma zdaniowa

Jezyk generowany przez gramatyke

Gramatyka jest jednym ze sposobow definiowania jezyka
formalnego. Majac dang gramatyke G oznaczamy
przez L(G) zbior wszystkich stow, ktore mogq byc w
tej gramatyce wyprowadzone z symbolu poczatkowego
S. Zbior ten nazywamy jezykiem generowanym przez
dang gramatyke.

L(G) ={Xe3I* | S=*x)}




Przyktad

AGH
S —» aSBa| aba Jjezyk: {a"b"a" |[n>1}
aB — Ba
bB — bb
S S S
aba aSBa aSBa
aabaBa aaSBaBa
aabBaa aaabaBaBa
aabbaa aaabBaaBa
aaabbaaBa
aaabbaBaa
aaabbBaaa
aaabbbaaa
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Forma zdaniowa

tancuch x e (VuUX)* nazywamy formq zdaniowg
gramatyki G, jesli mozna go wyprowadzi¢ z symbolu
poczatkowego S.

X € (Vu2)* jest formg zdaniowg < S =g* X

Uwaga: terminu sfowo uzywamy w rozumieniu fancucha
zbudowane wytgcznie z symboli terminalnych

X € 2% jest sfowem < S =5* X




w Hierarchia Chomsky’'ego

Kryterium klasyfikacji: posta¢ produkcji gramatyki
Przedmiot klasyfikacji: jezyki formalne

Klasy:

0 — jezyki rekurencyjnie przeliczalne (recursively enumerable)
1 — jezyki kontekstowe (context-sensitive)

2 — jezyki bezkontekstowe (context-free)
3 — jezyki regularne (regular)

recursively enumerable

context-sensitive

context-free
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Hierarchia Chomsky'ego

Klasa Gramatyka Postac produkgciji

0 Bez ograniczen a — ,B
Kombinatoryczna a,BE VUL, a+e¢

1 Kontekstowa a — ,8
Nieskracajaca a,pE WU, |a| < |Bl,a + ¢

2 Bezkontekstowa A - ,B

AeV,peVUl)
3 Regularna A-x,A—- xB

Prawostronnie liniowa

ABeV,xeX”




@M Hierarchia Chomsky’'ego

Klasa

Jezyki

Automaty

jezyki rekurencyjnie

0 Sl maszyna Turinga
1 | jezyki kontekstowe 2;:::::;:‘;0“'0
2 | jezyki bezkontekstowe automat ze stosem
3 | jezyki regularne automat skonczony




M“m Hierarchia Chomsky’'ego,
AGH gramatyki bez ograniczen

Hierarchia Chomsky’ego

Noam Chomsky zdefiniowat cztery klasy gramatyk oraz cztery klasy jezykow
formalnych. Klasy te numerowane sgq od 0 do 3.

Klasa 0
Gramatyke G = <V, 3, P, S>, w ktorej produkcje majg postac a — 8,
gdzie a i B sg dowolnymi fancuchami symboli tej gramatyki, przy czym
a # & nazywamy semi-gramatykami Thuego, gramatykami bez

ograniczen, gramatykami struktur frazowych, gramatykami
kombinatorycznymi lub gramatykami klasy ,,0”.

Definicja gramatyk klasy ,,0”, jak wida¢, nie naktada zadnych ograniczen na
postac¢ produkcji gramatyki w stosunku do ogdlnej definicji gramatyki.

Jezyki generowane przez gramatyki tego typu noszg nazwe jezykow
rekurencyjnie przeliczalnych.

Przez Gyomg 0znaczymy klase gramatyk kombinatorycznych, a przez Lip
klase jezykow rekurencyjnie przeliczalnych.
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Termin ,problem” w uproszczeniu oznacza pytanie zwigzane z jakims
wystgpieniem pewnych obiektow z pewnych klas (u nas tymi
obiektami sgq np. dowolne gramatyki pewnego typu oraz dowolne
stowa nad alfabetem definiowanym przez te gramatyki, zas
wystgpieniem obiektu bedzie konkretne stowo i konkretna
gramatyka), na ktore to pytania mozna udzieli¢ odpowiedzi: TAK lub
NIE. Termin ,nierozstrzygalny” w uproszczeniu znaczy tyle: ,nie
istnieje jednoznaczny deterministyczny algorytm, ktéry dla kazdego
wystgpienia danego problemu w skonczonej liczbie krokéw datby
odpowiedz TAK, jezeli poprawna odpowiedz na pytanie zwigzane z
wystgpieniem rozwazanego problemu brzmi TAK, oraz NIE, gdy
poprawna odpowiedz brzmi NIE”, Termin ,rozstrzygalny” w
uproszczeniu znaczy tyle: ,istnieje jednoznaczny deterministyczny
algorytm, ktory dla kazdego wystgpienia danego problemu w
skonczonej liczbie krokow datby odpowiedz TAK, jezeli poprawna
odpowiedz na pytanie zwigzane z wystgpieniem rozwazanego
problemu brzmi TAK, oraz NIE, gdy poprawna odpowiedz brzmi NIE”.



[llmjj Problem przynaleznosci stowa do jezyka
AGH generowanego przez dang gramatyke

Fundamentalny problem, ktory bedzie pozniej naszym
gtownym przedmiotem zainteresowania,
mianowicie: ,czy stowo x nalezy do jezyka
generowanego przez dang gramatyke”, jest
nierozstrzygalny dla jezykow generowanych przez
gramatyki kombinatoryczne.

Problem: czy x € L(G) jest nierozstrzygalny dla
G € Gyoms:
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Klasa 1

Gramatyke G = <V, 3, P, S>, w ktdorej produkcje majg posta¢ a —
B, gdzie a i B sq takimitancuchami symboli tej gramatyki, ze
tancuch B jest przynajmniej tak dtugi jak tancuch a (|a| = |B])
oraz dodatkowo dopuszczona jest produkcja S — ¢, jesli jezyk
zawiera stowo puste, nazywamy gramatykami kontekstowymi,
gramatykami monotonicznym, gramatykami nieskracajgcymi |ub
gramatykami klasy ,,17.

Termin ,kontekstowy” pochodzi od tego, ze dla kazdej gramatyki
monotonicznej mozna znalez¢ rownowazng jej (tzn. generujaca ten
sam jezyk) gramatyke, ktorej produkcje (z wyjatkiem ewentualnej
produkcji S — &) majq posta¢ a,;Aa, —» a;Ba, gdzie A jest
nieterminalem (A V), zas a,, a,, B sq dowolnymi tancuchami
symboli gramatyki, przy czym B # s. Produkcje o tej postaci
pozwalajg na zastgpienie nieterminala A fancuchem B tylko w
~.lewostronnym kontekscie” a; i ,prawostronnym kontekscie” a,.




w Jezyki i gramatyki kontekstowe (2)

AG
Jezyki generowane przez gramatyki tego typu
noszg nazwe jezykow kontekstowych.

Przez G, oznaczymy klase gramatyk
kontekstowych, a przez L, klase jezykow

kontekstowych.

Problem: czy X e L(G) jest rozstrzygalny dla
G e Gy

Ponadto:
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Przyktad

Jezyk {a™b™c™d™ | m > 0} jest generowany przez
przyktadowe gramatyki: klasy 0 i klasy 1

S —» abcbDd S —» abF

cD — Dc cD — Dc
bD —» Db bD — Db
aD — aaA aD — aaA
Ab — bA Ab — bA
bAc — bbcA bAc — bbcA
CAC — CCA CAC — CCA
cAd — ccbhdd cAd — cFd
D > ¢ F - cDd

F > cd



Mmj] Jezyki | gramatyki bezkontekstowe

AGH

Klasa 2 - klasa gramatyk bezkontekstowych jest chyba najwazniejszg (z naszego
punktu widzenia) klasg gramatyk, gdyz za pomocg gramatyk tej klasy opisuje
sie sktadnie wiekszosci jezykdw programowania.

Gramatyke G = <V, 3, P, S>, w ktorej produkcje majg postac
A — B, gdzie A jest nieterminalem (A € V), zas tancuch B jest dowolnym
tancuchem symboli tej gramatyki nazywamy gramatykami bezkontekstowymi
lub gramatykami klasy ,,2”. Termin , bezkontekstowy” pochodzi od tego, ze

produkcje takiej gramatyki pozwalajg na bezwarunkowe (bez uwzgledniania
kontekstu) zastgpienie nieterminala A fancuchem p.

Jezyki generowane przez gramatyki tego typu nosza nazwe jezykow
bezkontekstowych.

Przez Gg oznaczymy klase gramatyk kontekstowych, a przez L;, klase
jezykow kontekstowych.

Problem: czy x e L(G) jest rozstrzygalny dla G e Ggy.
Ponadto:
Gek < Gk < Gkowms

Lek = Le < Lp
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Klasa 3

Gramatyke G = <V, 3, P, S>, w ktdrej kazda produkcja ma postac
A —>xB lub A - xgdzie A i B sq nieterminalami (A,B V),
zas tancuch x jest dowolnym tancuchem symboli terminalnych
tej gramatyki (x € 2*) nazywamy gramatykg prawostronnie
liniowg. Gramatyke G = <V, 3, P, S>, w ktdrej kazda produkcja
ma postaC A - Bx lub A - xgdzie A i B sg nieterminalami
(A,B € V), zas tancuch x jest dowolnym tancuchem symboli
terminalnych tej gramatyki (x € >*) nazywamy gramatykg
lewostronnie liniowg. Gramatyki prawostronnie liniowe |
lewostronnie liniowe nazywamy gramatykami liniowymi,
gramatykami regularnymi lub gramatykami klasy ,,3”.

Jezyki generowane przez gramatyki tego typu noszg nazwe jezykow
regularnych.

Przez Gis oznaczymy klase gramatyk regularnych, a przez L;g
klase jezykow regularnych.
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Problem: czy x e L(G) jest rozstrzygalny dla G e Ggye.
Ponadto:

Gre < Gek < Gk < Gyoms

LRG (- LBK (- LK (- LRP

Klasa gramatyk regularnych jest takze bardzo wazng (z
naszego punktu widzenia) klasg gramatyk, gdyz za
pomocg gramatyk tej klasy opisuje sie sktadnie
wiekszosci podstawowych elementow leksykalnych
(stownikowych) jezykow programowania (takich jak
identyfikatory, state numeryczne, state tekstowe,
komentarze, operatory, itd.
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Przyktad:

Rozwazymy gramatyke G = <V, %, P, S>, w ktoérej:
V={S AB,C,D,E,F G}
> =4{a, b, c}

P={ S —- AbC | aD | AE | aBc | abc
A - a
B - b

bC — bc

D — bc

aE — abFcG
F > ¢

bcG —» bc >

S=S

Ta gramatyka jest gramatyka kombinatoryczng (klasy , 0” — w lewych stronach
produkcji wystepujg dowolne tancuchy symboli, sq dwie produkcje skracajgce) i
rownoczesnie nie jest gramatyka zadnej wezszej klasy. Jezyk przez nig generowany
jest oczywiscie jezykiem rekurencyjnie przeliczalnym.
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Zbadajmy, jakie stowa sq generowane przez te gramatyke.

S = AbC = abC = abc

S = aD = abc

S = AE = aE = abFcG = abcG = abc

S = aBc = abc

S = abc

Wida¢, ze jedynym stowem generowanym przez te gramatyke jest abc. Dla jezyka
L =4{abc }

mozna zbudowad znacznie prostszq gramatyke G, = <V, 3, P,, S>, w ktoérej:
vV, = {S}
> ={a, b, c}
P,=4{S—>abc}
S=S

Gramatyka G; nalezy do klasy ,3” gramatyk regularnych. Poniewaz
L = L(G) = L(G,)

wiec jezyk L nalezy do klasy jezykdéw regularnych, mimo ze moze by¢ wygenerowany przez
gramatyke znacznie szerszej klasy (gramatyke bez ograniczen).

Uwaga: zawsze interesowac nas bedzie najwezsza klasa, do ktérej nalezy badany jezyk.



