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MWJ Posta¢ normalna Chomsky’ego (1)

AGH

Twierdzenie:

Dowolny jezyk bezkontekstowy nie zawierajgcy stowa pustego ¢

jest generowany przez gramatyke, ktorej wszystkie produkcje
Sg postaci

A - BC lub A—> a
gdzie: A, B, CeV oraz a e 2.

Algorytm przeksztatcania gramatyki bezkontekstowej do postaci
normalnej Chomsky'eqgo:

wejscie: G = <V, 2, P, S> < Gg, gramatyka bez e-produkcji i bez
produkciji tancuchowych, nie zawierajaca produkcji S — ¢

wyjscie: G' = <V’ 2/, P, S> e Gy, taka, ze:
(i) L(G') =L(G)

(ii) wszystkie produkcje gramatyki G' majgq postac A - BC lub
A —> a




ll\ JJJ Posta¢ normalna Chomsky’ego (2)

AGH

Metoda:
V' :=V; 2' =32 S':=5S;
P':= O,

PP:=PU{A—>a |(A—>a)eP,AcV,ace}; /*teprodukcje sg juzw dobrej postaci */
for kazda produkcja (A —» X;X,...X,)eP A n>2 do

begin
I
if Xx=a A aeX then begin

Vi:i=Vu{C, 3},

P':=P" U {C,>al},

B, := C,; end
else B, := X;;

P':=P'"U{A—>B;B,...B, };

nd; /* kazda prawa strona produkcji z P' nie krétsza niz 2 sktada sie z samych nieterminali */
for kazda produkcja (A - B;B,...B))eP' A n>2 do

-
V' :=V' u { D]_, Dz, RNy Dn—2 };
PP:=P'-{A->B;B,..B,} u{A—>B,D,;, D, > B,D,, ..., D, .5 > B, ,D, 5,
Dn-z - Bn-an }I

nd; /* wszystkie produkcje w P' majg poprawng postac */

D

:

Q)




Il

bt Przyktad (1)
Dana jest gramatyka G:
S—>bA | aB
A—DbAA|aS | a
B->aBB|bS|b

Skonstruowac rownowazng jej gramatyke w postaci normalnej
Chomsky'ego.

Dana gramatyka nie zawiera e-produkcji ani produkcji tancuchowych.
Produkcje A - a oraz B —» b sq juz w dobrej postaci.
Wystgpienia terminali a i b w prawych stronach pozostatych
produkcji zamieniamy nowododanymi nieterminalami C, i C,

S>CA|CQB
A—->CAA|CS|a
B->CBB|CS|b
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AGH

Dodajemy nowe produkcje
C,—a
C,—>b

Wreszcie zbyt dtugie produkcje A -» C,AA oraz B —» C_,BB zastepujemy
krotszymi wprowadzajgc dwa dodatkowe nieterminale D, i D,.

Przyktad (2)

A - C,D, D, > AA
B—> CD, D, —» BB

Ostateczny zbidr produkcji gramatyki w postaci normalnej Chomsky'ego jest
nastepujqcy:

S>CA|CPB

A—->CD;|CS|a

B->CD,|CS|Db

C,—a

C,—>b

D, > AA

D, —» BB
D



mmﬂ Posta¢ normalna Greibach (1)

AGH

Twierdzenie

Dowolny jezyk bezkontekstowy nie zawierajgcy stowa pustego ¢ jest
generowany przez gramatyke, ktorej wszystkie produkcje sg
postaci

A —>aa
gdzie: AeV, ae2 zas a e V*,

Algorytm przeksztatcania gramatyki bezkontekstowej do postaci
normalnej Greibach:

wejscie: G = <V, 5, P, S> € Gg,, gramatyka w postaci normalnej
Chomsky'ego

wyjscie: G' = <V’ 27, P/, S> e Gy taka, ze
(i) L(G') = L(G)

(ii) wszystkie produkcje gramatyki G' majg postac A — aa gdzie:
AeV, aeZ, aeV*,.




Mm Posta¢ normalna Greibach (2)

AGH

Metoda:

Tworzymy gramatyke G, = <V, %, Py, S>, usuwajac lewostronng rekursje w
gramatyce G algorytmem wedtug wariantu drugiego. Zachowujemy numeracje
symboli nieterminalnych z tamtego algorytmu, tzn. teraz zbior nieterminali V,
zawiera symbole {A,, ... , A} oraz niektore (by¢ moze wszystkie) symbole ze
zbioru {A,", ... , A.'}

V=V, 2 =2 S':=§5; P':= Py;

for i := n downto 2 do

for j := n-1 downto 1 do
for kazda produkcja (A; - Aa)eP' do
PPi=P -{ A >Ac}U{A >pBa | k=1,.., m; B - prawa strona
kazdej produkcji A; — B,, m — liczba wszystkich produkcji A, — By }
for i :=n downto 1 do
for j:=n downto 1 do
for kazda produkcja (A;' > Aa)eP' do

PP:=P -{A' > Ao} U{A' > Bka | k=1, ..., m; B, - prawa strona
kazdej produkcji A; —» B,, m — liczba wszystkich produkcji A; - B, }
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Przyktad (1)

AGH
Dla jezyka generowanego przez gramatyke G:
S > AB
A—->BS|Db
B—>SA|a

skonstruowac¢ gramatyke w postaci normalnej Greibach.
Poniewaz gramatyka jest juz w postaci normalnej Chomsky'ego, wiec
usuwamy lewostronng rekursje wedtug algorytmu drugiego.
Przyjmujemy nastepujgacq numeracje symboli nieterminalnych:
S — A,
A—A,
B— A,
Otrzymamy gramatyke Gy:
S > AB
A—-BS|Db
B - bBAB' | aB' | bBA | a

B' - SBAB' | SBA
D



U Przyktad (2)

AGH

S—>AB

A—->BS|b

B > bBAB'|aB' | bBA | a
B' —> SBAB' | SBA

Wszystkie produkcje majgce B (czyli nieterminal o najwyzszym numerze) po
lewej stronie majg prawe strony rozpoczynajgce sie od terminala (czyli
majg juz poprawng postac). Zastepujemy teraz wystgpienie symbolu B na
poczgtku prawej strony produkcji A — BS wszystkimi prawymi stronami
produkcji majgcych B po lewej stronie. Produkcje z A po lewej stronie
majg teraz postac:

A —> bBAB'S | aB'S | bBAS | aS | b

Podobnie postepujemy z produkcjg S — AB eliminujgc wystgpienie
nieterminala A na poczatku jej prawej strony.

S > bBAB'SB | aB'SB | bBASB | aSB | bB



lllmﬂ Przyktad (3)

AGH

S —» bBAB'SB | aB'SB | bBASB | aSB | bB
A — bBAB'S | aB'S | bBAS | aS | b

B — bBAB' | aB' | bBA | a

B' - SBAB' | SBA

Wreszcie eliminujemy wystgpienia S na poczatku prawych stron obu
produkcji majgcych B' po lewej stronie.

B' - bBAB'SBBAB' | aB'SBBAB' | bBASBBAB' | aSBBAB' |
bBBAB' | bBAB'SBBA | aB'SBBA | bBASBBA | aSBBA | bBBA

Ostatecznie zbidér produkcji gramatyki w postaci normalnej Greibach jest
nastepujqcy:
S — bBAB'SB | aB'SB | bBASB | aSB | bB
A — bBAB'S | aB'S | bBAS | aS | b
B - bBAB' | aB' | bBA | a

B' - bBAB'SBBAB' | aB'SBBAB' | bBASBBAB' | aSBBAB' |
bBBAB' | bBAB'SBBA | aB'SBBA | bBASBBA | aSBBA | bBBA



Mm Warunek konieczny
acn bezkontekstowosci jezyka (1)

Twierdzenie: Jezeli Lelgy
to (3k) ((weL A |w| =>k) = (w = xuyvz A uv#e A |uyv| <k A
(Vi>0) (xu'yvz € L)))
Jest to tzw. lemat o rozrastaniu sie jezykow bezkontekstowych. Mowi on o
tym, ze kazde dostatecznie dtugie stowo jezyka bezkontekstowego da

sie przedstawi¢ w postaci xuyvz oraz wszystkie stowa o postaci xu'yviz
(i>0) tez bedqg nalezaty do tego samego jezyka.

| W =Xxuyvz |w| =k |




Mm Warunek konieczny
ach  bezkontekstowosci jezyka (2)

Szkic dowodu:

Niech G bedzie gramatykg w postaci normalnej Chomsky'ego generujaca
L - {¢}. Zauwazmy, ze jezeli w € L(G), i w jest dtugie, to dowolne drzewo
rozktadu dla w musi zawierac dtugg droge. Dokfadniej, jesli drzewo rozkfadu
stowa generowanego przez gramatyke w postaci normalnej Chomsky'ego nie
zawiera drogi o dtugosci wiekszej od i, to dlugos¢ danego stowa jest nie wieksza

od 21,
(1) (2) (4)

S S S
| 7\ T
a A B A B
| | 7\ VAR
dlugosc_drogi =1 2 ° 5 5 A A
dlugosc__slowa =1 / \ / \ / \ / \
dlugosc_drogi = 2 A A A A B B B B
dlugosc_slowa = 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
a a a a b b b b

dlugosc_drogi = 4
dlugosc_slowa = 8



M“m Warunek konieczny
ach bezkontekstowosci jezyka (3)

Niech G ma n symboli nieterminalnych oraz niech k = 27, Jesli
weL(G) i |w| >k, towobec faktu, ze |w| > 2" orazw
Swietle powyzszego stwierdzenia o zwigzku miedzy dtugoscig
stowa a dtugoscig drogi w drzewie rozbioru, kazde drzewo
rozbioru dla w musi zawiera¢ droge o dtugosci co najmniej
n+1. Ale taka droga zawiera co najmniej n+2 wierzchotkow, z
ktorych wszystkie poza ostatnim sg etykietowane
nieterminalami gramatyki G. Tym samym musi istniec jakis
nieterminal pojawiajacy sie dwukrotnie na tej drodze. Niech P
bedzie drogg rownie dtugg lub diuzsza niz jakakolwiek inna
droga w rozwazanym drzewie. Wtedy muszg istnie¢ dwa
wierzchotki v; i v, lezace na tej drodze i spetniajgce warunki:

e Wierzchotki v; i v, majq te samgqg etykiete, np. A.
e Wierzchotek v, jest blizszy korzeniowi niz v..

e Czesc drogi lezaca pomiedzy v, a lisciem nie jest dtuzsza niz
n+1.




mﬂ Warunek konieczny
ach bezkontekstowosci jezyka (4)

Aby sie przekonac, ze zawsze mozna znalezC takie v; i v,
wystarczy podaza¢ drogg P od liscia ku gorze, zapamietujac
napotkane etykiety. Z pierwszych n+2 wierzchotkdéw tylko liS¢C ma
etykiete bedacq symbolem terminalnym. Pozostate n+1
wierzchotkow nie moze byc¢ etykietowanych réoznymi nieterminalami.
Poddrzewo o korzeniu v, reprezentuje wyprowadzenie o diugosci co
najwyzej 27. Jest tak, poniewaz w tym poddrzewie nie moze istniec
droga o dtugosci wiekszej od n+1, gdyz P byto drogg o najwiekszej
dtugosci w catym drzewie. Niech w; bedzie korong poddrzewa o
wierzchotku v;. Jesli w, Jest korong poddrzewa o wierzchotku v,
to w; mozemy zaplsac w postaci w; = wsw,w,. Co wiece] wz i wy
nie mogqg byc¢ rownoczesnie rowne g, gdyz pierwsza produkcja uzyta
w wyprowadzeniu w,; musi mie¢ postac A —» BC dla pewnych
nieterminali B i C. Poddrzewo o wierzchotku v, musi byc
catkowicie zawarte w poddrzewie generowanym przez B Ilub w
poddrzewie generowanym przez C. Wszystko to jest zilustrowane na
rysunku na nastepnym slajdzie.



MUJ Warunek konieczny
ach bezkontekstowosci jezyka (5)

B droga P
| |
a b a b C d d
N /
WJ e \\/J
w3 = ba W, = bc Wg =€
_ )
e
w; = babc
- e /
w = ababcdd




MJJJ Warunek konieczny
ach  bezkontekstowosci jezyka (6)

Wiemy juz, ze
A=Fw; Aw, Y

C
oraz A \A D D
A =* w,, / /N
gdzie |wsw,w,| <27 = k. ) /B - d d

Ale stad wynika, ze ° A /A\
A :)* W3I W2 W4i dla a B C
dowolnego i >0. ktancuch / / \A

W mozna oczywiscie zapisac / ARN
W postaci w = xwsw,w,z a B c
dla pewnych x i z. W celu b/ 7
zakonczenia dowodu /
wystarczy przyja¢ w; = u, i

W, =y oraz w, =V, WIEC RN
W = Xuyvz. 5 ¢

/\

AN
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Przyktad

L, ={abc | i >0} nie jest jezykiem bezkontekstowym. Przypuscmy
dla dowodu nie wprost, ze L jest bezkontekstowy i niech k bedzie statg
z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w=akbkck. Niech
rozktad w=xuyvz spetnia warunki lematu o rozrastaniu. Wtedy wobec
luyv|=<k tancuch uv moze zawierac co najwyzej dwa rézne symbole. Co
wiecej, jesli uv zawiera dwa rézne symbole, to muszg one byc¢
symbolami kolejnymi, np. a i b. Jesli uv zawiera wytgcznie symbole
a, to xyz ma mniej symboli a niz symboli ¢ oraz symboli b, czyli
xyzgel - sprzecznosc. Postepujemy podobnie, jesli uv sktada sie
wytacznie z symboli b lub wytacznie z symboli c¢. Przypusémy teraz, ze
uv zawiera symbole a oraz symbole b. Jezeli u lub v zawiera dwa
rozne symbole, to xu?yv2zgL. (Dla przyktadu, jesli u skfada sie z
symboli a i b to xu?yv2z zawiera symbol b poprzedzajacy symbol a.) Jesli
za$ u zawiera tylko symbole a oraz v tylko symbole b, to wtedy
Xyz ma nadal mniej symboli a i symboli b niz symboli ¢, czyli znowu
xyzgzL. Podobna sprzecznos¢ pojawia sie w przypadku, gdy uv sktada
sie z symboli b i symboli c. Poniewaz sg to jedyne mozliwosci, to
wnioskujemy, ze L nie jest jezykiem bezkontekstowym.



mjj Uwaga o wykorzystywaniu
AGH lematu o0 rozrastaniu

Przyktad: L, = { 01" | i >0 } jest jezykiem bezkontekstowym (bo
istnieje akceptujacy go automat ze stosem — wczesniej byt
przyktad).

Uwaga: Lemat o rozrastaniu jezykow bezkontekstowych mozna
praktycznie wykorzystac jedynie wowczas, gdy zachodzi
uzasadnione podejrzenie, ze badany jezyk nie nalezy do grupy
jezykdéw bezkontekstowych. Twierdzenie odwrotne do lematu o
rozrastaniu nie jest bowiem prawdziwe. W zwigzku z tym, w
przypadku checi wykazania bezkontekstowosci jakiegos jezyka,
pokazanie prawdziwosci tezy lematu nic nam nie mowi o
prawdziwosci jego zatozenia, czyli nadal nie wiemy, czy badany
jezyk jest bezkontekstowy. Wowczas dla potwierdzenia
przynaleznosci jezyka do klasy jezykow bezkontekstowych nalezy
skonstruowac automat ze stosem akceptujacy ten jezyk lub
zbudowac generujgcqg go bezkontekstowg gramatyke.
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Inny przyktad

L={abicd | i>1, j>1}. Przypusémy, ze L bezkontekstowy i niech k bedzie
statg z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w=akbkckdk,
Niech rozktad w=xuyvz spetnia warunki lematu o rozrastaniu. Wtedy
wobec |uyv|<k tancuch uv moze zawierac co najwyzej dwa rozne
symbole. Co wiecej, jesli uv zawiera dwa rozne symbole, to muszg one
by¢ symbolami kolejnymi, np. a i b. Jesli uv zawiera wytacznie symbole
a, to xyz ma mniej symboli a niz symboli ¢, czyli xyzgL -
sprzecznosc. Postepujemy podobnie, jesli uv skfada sie wytgcznie z
symboli b, wytgcznie z symboli ¢ lub wytgcznie z symboli d.
Przypus¢my teraz, ze uv zawiera symbole a oraz symbole b. Jezeli u
lub v zawiera dwa rézne symbole, to xu?yv2zeL. (Dla przykfadu, jesli u
sktada sie z symboli a i b to xu?yvZz zawiera symbol b poprzedzajacy
symbol a). Jesli zas u zawiera tylko symbole a oraz v tylko symbole b,
to wtedy xyz ma nadal mniej symboli a niz symboli ¢, czyli znowu
xyzezL. Podobna sprzecznos¢ pojawia sie w przypadku, gdy uv sktada sie
z symboli b isymboli ¢ lub z symboli ¢ i symboli d. Poniewaz sq to
jedyne mozliwosci, to wnioskujemy, ze L nie jest jezykiem
bezkontekstowym.



WJ Lemat Ogdena

Twierdzenie:

JEZE|I L ELBK

to (Zk) ((welL A w stowie w oznaczono dowolne k |ub
wiecej pozycji jako wyroznione) = (w=xuyvz -
lancuch uv ma co najmniej jedng wyrozniong pozycje
A tancuch uyv zawiera co najwyzej k wyroznionych
pozycCji A (Vi20) (xu'yvizel)))

Lemat o rozrastaniu sie jezykow bezkontekstowych jest
szczegolnym przypadkiem lematu Ogdena dla sytuacji,
gdy wszystkie pozycje sq pozycjami wyroznionymi.
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Przyktad

L={a'bmc" | I»m, m=n, I=n}. Przypusémy, ze L jest bezkontekstowy. Niech
k bedzie statg z lematu Ogdena. Wezmy pod uwage tancuch
w=agkbk+kick+2k! 7atdzmy, ze wyrdzniamy pozycje symboli a, niech rozkfad
w=xuyvz spetnia warunki lematu Ogdena. Jezeli v lub v zawiera dwa
rozne symbole, to xu?yv2zeL. (Dla przyktadu, jesli u sktada sie z symboli
a i b to xulyv?z zawiera symbol b poprzedzajacy symbol a.) Jednak
przynajmniej jedno sposrdd v i v musi zawierac symbole a, poniewaz
tylko te symbole wystepujg na wyrdéznionych pozycjach. Zatem jesli
ve{b}* lub ve{c}*, to u musi naleze¢ do {a}+. Jezeli ve{a}*, to u
musi naleze¢ do {a}*, gdyz inaczej jakis symbol b lub ¢ poprzedzitby
symbol a. Rozwazmy szczegodtowo przypadek, gdy ve{b}*, a ue{a}".
(Pozostate przypadki traktowane sg w podobny sposdb.) Niech p=|u]|.
Wtedy 1<p<k, czyli p dzieli k!. Niech g bedzie liczbg catkowitg, takg ze
pg=k! Wtedy w’'=xudtiyv2a+izcl. Ale y29+l=gP(29+1)=g2pq+p=g2k!+p,
Poniewaz xyz zawiera doktadnie k-p symboli a, to w’ zawiera
2k!+p+(k-p) czyli 2k!+k symboli a, czyli tyle samo co symboli ¢, stad
w’gl - sprzeczno$¢. Podobna sprzecznosc¢ pojawia sie w przypadku, gdy
ve{c}* lub ve{a}*. Zatem L nie jest jezykiem bezkontekstowym.



Mm]j Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (1)

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe sq zamkniete ze wzgledu na podstawienia, tzn.
jesli Lelgy, Lc2*, dla kazdego a2 jezyk L elgy, f(a)=L,, to f(L)elgg.

Szkic dowodu:

Niech Lelgy, Lc2*, oraz niech dla kazdego a2 jezyk L elg,. Dalej niech
bedzie dana gramatyka G taka ze L=L(G) oraz dla kazdego acx
gramatyki G,, przy czym L, =L(G,). Bez utraty ogdlnosci mozna zatozyc,
ze zbiory nieterminali gramatyki G i gramatyk G, sg wzajemnie
parami roztgczne. Zbudujmy nowg gramatyke G’ w nastepujacy
sposob: nieterminalami G’ sg wszystkie nieterminale gramatyki G i
gramatyk G,; symbole terminalne G’ to symbole koncowe gramatyk
G,. Symbol poczatkowy G’ pokrywa sie z symbolem poczatkowym G.
Produkcje G’ to wszystkie produkcje gramatyk G,, a takze wszystkie
produkcje utworzone z produkcji gramatyki G poprzez zastgpienie w
nich kazdego wystgpienia pewnego symbolu a2 symbolem
poczatkowym S_ gramatyki G,. Czytelnik zechce pokazac, ze
gramatyka G’ generuje f(L), przy czym dla kazdego ac2 jest
f(a)=L,.




Mm Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (2)

Przyktad:

Niech L bedzie zbiorem stow nad alfabetem <{a,b} o jednakowej
liczbie symboli a i b, L,={0"1"| n >0 },
L, = { wwR | we{0,1}*}. Wybieramy gramatyki G, G, i G,.

G: S aSbS|bSaS |z«
G,: S, 0S,1]|01
G, S, 0S.,0]1S.1]¢e

Jesli f jest podstawieniem takim, ze f(a) =L, i f(b) =L,, to f(L)
jest generowany przez gramatyke G’

G: S ->5,55,5|S,SS.S | ¢
S, > 05,1 | 01
Sb —> OSbO | 1Sb1 | e




Mmj] Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (3)

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe sq zamkniete ze wzgledu na sume
teoriomnogosciowg, ztozenie oraz domkniecie Kleene’ego, czyli jesli
L;elgk, Lrelgk, to

L1UL2 € LBK
Ll L2 € LBK
Ll* e LBK

Szkic dowodu

Nalezy zauwazy¢, ze poniewaz {a,b}, {ab} oraz {a}* sq jezykami
bezkontekstowymi, to zamknietos¢ klasy jezykow bezkontekstowych ze
wzgledu na podstawienia implikuje zamknietos¢ ze wzgledu na sume
teoriomnogosciowq, ztozenie i domkniecie Kleene'ego. Suma
teoriomnogosciowa L, i L, to po prostu wynik podstawienia L, iL, do
{a,b}; podobnie L,L, i L* sa wynikami podstawien odpowiednio do
{ab} i {a}*. Zatem twierdzenie powyzsze mozna traktowac jako
whniosek z twierdzenia wczesniejszego.



Mmj] Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (4)

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe sg zamkniete ze wzgledu na homomorfizmy,
tzn. jesli Lelgy, h:Z—A*, Lc2*, h jest homomorfizmem, to
h(L)elg-

Poniewaz homomorfizm jest szczegdlnym rodzajem podstawienia, to
twierdzenie powyzsze takze moze by¢ uwazane za wniosek z
twierdzenia o zamknietosci jezykdw bezkontekstowych ze wzgledu
na podstawienie.

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe sg zamkniete ze wzgledu na przeciwobrazy
homomorficzne, tzn. jesli LeLgy, h:A—>Z*, h jest homomorfizmem,
L3> *, to hi(L)elgyg.




ﬂlmﬂ Wtasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (5)

Szkic konstrukcji z dowodu twierdzenia o zamknietosci jezykéw bezkontekstowych
ze wzgledu na przeciwobrazy homomorficzne

A bufor

a e h(a)

wejscie

y

stos Automat ze

- > stosem A dla
jezyka L

\/
akceptuj / odrzu¢

Konstruujemy nowy automat ze stosem A’ symulujgcy dziatanie automatu ze stosem
A pracujgcego na wejsciu, ktérym jest bufor zawierajgcy obrazy homomorficzne
kolejnych symboli wejsciowych analizowanego stowa. Po odczytaniu symbolu a z
wejscia, h(a) jest umieszczane w buforze, symbole z bufora sq uzywane po jednym
na raz i wprowadzane do symulowanego automatu A, dopiero gdy bufor jest pusty,
automat A’ odczytuje nastepny symbol z wejscia i stosuje do niego homomorfizm.



[ﬂm Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (6)

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe nie sq zamkniete ze wzgledu na
przeciecie (iloczyn teoriomnogosciowy), roznice oraz
dopetnienie, tzn. istniejq takie L;elgy, Loelgyk, Z€

Twierdzenie:

Jezyki bezkontekstowe sq zamkniete ze wzgledu na
przeciecie (iloczyn teoriomnogosciowy), iloraz przez
jezyk regularny oraz rdznice z jezykiem regularnym,
tzn. jesli Lelgy, Relgg, to

LmRELBKI L/RELBK oraz L_RELBK



Mm Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH bezkontekstowych (7)

Przyktad:
Rozwazymy dwa jezyki bezkontekstowe:
L,={abd|i>0;j>0} dgenerowany przez gramatyke
bezkontekstowaq:
S —> AB
A — aAb | ab

B—>cB|cC
oraz L,={abd |i>0;,j>0} generowany przez gramatyke

bezkontekstowaq:
S —> AB
A—aA|a

B - bBc | bc
Jezyk L =L, nlL,={abc|i>0} nie jestjezykiem
bezkontekstowym, jak to pokazano w jednym z poprzednich

przyktadow.
D




ﬂlmﬂ Przyktad — idealne przetasowanie (1)

AG

Idealne przetasowanie jezykéw L, i Lg definiujemy
nastepujgco:
Niech L, Ly 2*
Perfect Shuffle(La, Lg) ={w | w = a;b;ja,b,...a,by,
a135...ax € La, b1by...bx € Lg, dla a;, b; €2 }
Czy klasa jezykow bezkontekstowych jest zamknieta ze
wzgledu na idealne przetasowanie?




ﬂlmﬂ Przyktad — idealne przetasowanie (2)

AGH
Nie, wezmy bowiem:

La={0"1| k=21} Lg={2"3*|k=21)

Jezyki La i Lg s3 bezkontekstowe, bowiem generujace je
gramatyki s nastepujgce:

Spa—>0S,1 |01 Sg —> 253333 | 2333
Mamy: > ={0, 1, 2, 3}

L = Perfect_Shuffle(La, Ls) = { (02)(03)(13)* | k> 1}
Niech I'={a, b, c}, rozwazymy homomorfizm h: I —> X*
h(a) =02
N(b) =03
h(c) = 1313

h'(L) = {a“b"c* | k=11, co nie jest jezykiem bezkontekstowym.
D




ﬂ”w' Przyktad — idealne przetasowanie (3)

AG

Poniewaz jezyki L,, Lg s3 bezkontekstowe, klasa jezykow
bezkontekstowych jest zamknieta ze wzgledu na
przeciwobrazy homomorficzne, zas

L = Perfect_Shuffle(La, Lg) nie jest jezykiem
bezkontekstowym, wiec klasa jezykow
bezkontekstowych nie jest zamknieta ze wzgledu na

idealne przetasowanie.




“m Problem przynaleznosci stowa do jezyka generowanego
przez gramatyke bezkontekstowsg (1)

M

AGH

Jednym z najwazniejszych, rozwazanych juz wczesniej problemodw, jest
zagadnienie: dla danej gramatyki bezkontekstowej G = <V, 2, P, S> |
tancucha x e 2*, czy tancuch ten nalezy do jezyka generowanego przez
gramatyke G?

Prosty, ale nieefektywny algorytm rozwigzania tego problemu jest oparty na
przeksztatceniu G do postaci normalnej Greibach G' = <V/, 2, P/, 5>
generujacej L(G') - {¢}. Poniewaz algorytm usuwania e—produkcji
sprawdza, czy ¢ € L(G), wiec mozemy nie uwzgledniac¢ przypadku, gdy
x = & Zatdbzmy wiec, ze x =g, czyli x € L(G') wtedy i tylko wtedy, gdy
X € L(G). Poniewaz kazda produkcja gramatyki w postaci normalnej
Greibach dodaje doktadnie jeden symbol terminalny do tancucha
generowanego w trakcie wyprowadzenia, to wiemy, ze jezeli x ma
wyprowadzenie w G’, to ma on wyprowadzenie o doktadnie |x|
krokach. Jesli zaden z nieterminali gramatyki G’ nie ma wiecej niz k
produkcji, to istnieje co najwyzej k!*I lewostronnych wyprowadzen
tancuchdéw o dtugosci |x|. Mozemy je sprawdzi¢ wszystkie w
systematyczny sposdb, ale moze to wymagac czasu wyktadniczego
wzgledem |x]|.
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Przyktad:
Rozwazmy gramatyke G:

S > AA| a
A - SS|Db

Po przeksztatceniu do postaci normalnej Greibach
otrzymujemy gramatyke G':

S —» aSA'A | aSA | a| bA'A| bA

A — aSA'"|aS | bA'|Db

A' — aSA'SA'| aSSA' | bA'SA' | bSA'
bA'S | bS

Analizujemy stowo aab. Obok w formie drzewa
systematycznie wypisano wszystkie wyprowadzenia
form zdaniowych rozpoczynajqcych sie od aab oraz
od wszystkich przedrostkow stowa aab. Jak widac
aab € L(G'), gdyz udato sie znalez¢ wyprowadzenie
S =>* aab w gramatyce G

| aSA'S | aSSs |

S

— a

MJ Problem przynaleznosci stowa do jezyka generowanego
przez gramatyke bezkontekstowg (2)

— aSA'A
— aaSA'AAa

— aabA'’AA'AA'A
— aabAA'AA'A

— aaSAA'A

— aabA'AAA'A
- aabAAA'A

— aaA'A

— aabA'SA'S
— aabSA'A
— aabA'SA
— aabSA

— aSA
— aaSA'AA

— aabA'AA'AA
L aabAA'AA

— aaSAA

— aabA'AAA
— aabAAA
aaA

— aabA'

— aab




@M Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (1)

Podamy teraz jeden z algorytmow wymagajacych czasu szesciennego
wzgledem x|, tzw. algorytm Cocke'a-Youngera—Kasamiego
oparty na idei programowania dynamicznego. Algorytm ten bazuje
na gramatyce w postaci normalnej Chomsky'ego i — podobnie jak
poprzedni algorytm "sprawdzania systematycznego" oparty o
gramatyke w postaci normalnej Greibach - nie naktada zadnych
wymagan na gramatyke, w szczegolnosci nie zada, aby byita to
gramatyka jednoznaczna.

Zaktadamy, ze dany jest fancuch x o dtugosci n > 0 i gramatyka G
w postaci normalnej Chomsky'ego. Dla dowolnych i, j oraz
dowolnego nieterminala A sprawdzamy, czy A =* Xx;; gdzie X;;

jest podfancuchem o diugosci j, rozpoczynajacym sie od i-tej

pozycji tancucha x. Stosujemy indukcje po j. Dla j = 1,

A =* Xx;; wtedy i tylko wtedy, gdy A — x;; jest produkcja, gdyz

X;; jest tancuchem o dtugosci 1.




@M Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (2)

Przejdzmy teraz do wyzszych wartosci j. Jesli j > 1, to A =* x;;
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pewna produkcja A — BC oraz
pewne k, 1 <k < j, takie ze B wyprowadza pierwsze k symboli

X;, @ C - ostatnie j - k symboli Xx;, Innymi stowy, B =* x;,

oraz C =* X, ., Poniewaz zarowno k, jak i j - k jest

mniejsze od j, to wiemy juz, czy kazde z tych dwoch ostatnich
wyprowadzen istnieje. Mozemy wiec stwierdzi¢, czy A =* x;,. Na

koniec, po osiggnieciu j = n mozemy rozstrzygna¢, czy S =* x; .

Ale x;, =x, czyli x nalezy do L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy

S =* x;,  Aby sformutowacC algorytm Cocke'a—Youngera—

Kasamiego w sposob bardziej precyzyjny, oznaczmy symbolem V

zbior tych nieterminali A, dla ktorych A =* x;.. Zauwazmy, ze

1 <i<n-j+ 1, gdyz nie istnieje tancuch o dtugosci wiekszej od

n-j+ 1, rozpoczynajacy sie od i-tej pozycji tancucha x.



@M Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (3)

Metoda konstrukcji zbiorow Vi,
for i:=1 to n do

V., :={A| (A—a)eP, i-tym symbolem tahcucha x jest a };
for j:=2 to n do

for i:=1to n-j+ 1 do

begi

=,
k:=1 to j—-1 do

ﬂ,Jg

v =V; U{A|(A—>BC)eP, BeV,, i CeVi i };

end:;




@M Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (4)

Przyktad:
Rozwazamy gramatyke o produkcjach:
S —> AB | BC
A — BA | a
B—->CC|b
C—>AB| a

oraz tancuch wejsciowy aabbab. Ponizej pokazano tabele zbiorow V; ..

OuUul A~ WN K

a a b b a b
[ —

1 2 3 4 5 6
A,C A,C B B A,C B
B S,C %) A,S S,C

B %) A S,C

%) %) S,C

A B

S,C
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MJ Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (5)

AGH
a a b b a
[ —
1 2 3 4 5
1 A,C A,C B B A,C
2 B S,C %) A,S S,C
j 3 B %) A S,C
s 4 %, @) S,C
5 A B
6 S,C

Poniewaz S jest elementem V,, to fancuch aabbab nalezy do jezyka
generowanego przez rozwazang gramatyke. Gramatyka z tego przyktadu nie jest
jednoznaczna. Na podstawie powyzszej tabeli (analizujgc jg wstecz) mozna
zbudowac drzewa rozbioru dla analizowanego tancucha. Na przyktad, uwzgledniajac,
ze AeV, ;i BeV, s (pierwsza produkcja S - AB, A wyprowadza tancuch o dtugosci
1, B wyprowadza fancuch o dtugosci 5, itd.) otrzymujemy lewe drzewo z
nastepnego rysunku, zas biorgc pod uwage, ze BeV, ;i CeV,; (pierwsza produkcja
S —» BC, B wyprowadza tancuch o dtugosci 3, C wyprowadza tancuch o dtugosci 3,
itd.) dostaniemy prawe drzewo.



umb Algorytm Cocke'a—Youngera—Kasamiego (6)

AGH
N S
SN NN
Ca /AR S
SN\
b/ B/ \A b b a

a

b



Scisle wieloznaczne
E@lﬂ jezyki bezkontekstowe

e Jezyk bezkontekstowy nazywamy scisle wieloznacznym,
jesli kazda gramatyka bezkontekstowa generujgca ten
jezyk jest wieloznaczna.

e Przyktadem bezkontekstowego jezyka scisle
wieloznacznego jest jezyk:

L={a"b"c™d™ | nm = 1} u {a"b™c™d" | n,m = 1}
Przyktadowa gramatyka tego jezyka ma postac:

S > A | CD

A — aAd | aBd
B - bBc | bc
C - aCb | ab
D - cDd | cd



MM Deterministyczne jezyki bezkontekstowe (1)

AGH

e Deterministyczne jezyki bezkontekstowe to
jezyki bezkontekstowe akceptowane przez
deterministyczne automaty ze stosem.

e Kazdy deterministyczny jezyk bezkontekstowy
jest generowany przez jednoznaczng
gramatyke bezkontekstowa.

e Istniejg jezyki generowane przez
jednoznaczne gramatyki bezkontekstowe,
Ktore nie sq deterministycznymi Jezykaml
hezkontekstowymi. Przyktadem moze byc
jezyk {xxR | xe{a,b}*} posiadajacy
jednoznaczng gramatyke: S - aSa | bSb | ¢




MUJ Deterministyczne jezyki bezkontekstowe (2)

AGH

Jezyki bezkontekstowe
-

Jezyki bezkontekstowe posiadajgce
gramatyki jednoznaczne

Scisle wieloznaczne
jezyki bezkontekstowe
(nie posiadajgce
gramatyk
jednoznacznych)

Deterministyczne jezyki

bezkontekstowe (akceptowane

przez deterministyczne
automaty ze stosem)

Jezyki
regularne




Mm Deterministyczne jezyki bezkontekstowe (3)

AGH

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe sq zamkniete ze wzgledu
na:

dopetnienie,

iloraz przez jezyk regularny,
przeciwobraz homomorficzny,
przeciecie z jezykiem regularnym.

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe nie sg zamkniete ze
wzgledu na:

podstawienie,
homomorfizm,

przeciecie,

sume teoriomnogosciowgq,
ztozenie,

domkniecie Kleene’a.
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Rozwazamy jezyk L reprezentowany Brzez gramatyke G
w postaci normalnej Chomsky’ego bez symboli
nadmiarowych. Istniejg algorytmy pozwalajace
rozstrzygnac:

e czy jezyk L jest pusty,

e czy jezyk L jest skonczony,

e czy jezyk L jest nieskonczony.




“m Problemy decyzyjne dla jezykow
bezkontekstowych

M
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Rozwazamy jezyk L reprezentowany |t3)rzez gramatyke G
w postaci normalnej Chomsky’ego bez symboli
nadmiarowych. Istniejg algorytmy pozwalajace
rozstrzygnac:

e czy jezyk L jest pusty?

Jezyk L jest niepusty, gdy symbol poczatkowy S
gramatyki G jest symbolem uzytecznym (czyli symbol
poczatkowy generuje jakikolwiek cigg symboli
terminalnych). Jezyk jest niepusty wte Y | tylko
wtedy, gdy S generuje jakis ciqg symbo
terminalnych.

Staranny algorytm wykrywania symboli uzytecznych
zajmuje O(n) czasu, gdzie n jest rozmiarem
gramatyki.



)

Rozwazamy jezyk L reprezentowany |t3)rzez gramatyke G
w postaci normalnej Chomsky’ego bez symboli
nadmiarowych. Istniejg algorytmy pozwalajace
rozstrzygnac:

e czy jezyk L jest skonczony?

Budujemy graf skierowany gramatyki G w PNC, ktorego
wierzchotkami sg nieterminale gramatyki. Jedli
gramatyka zawiera produkcje A - BC lub A — CB, to
w grafie sq krawedzie: zAdo Biz A do C. Jezyk [
jest skonczony, wtedy i tylko wtedy, gdy graf nie
zawiera cyKli.

Badanie acyklicznosci grafu skierowanego zajmuje
O(max(#V, # )12 czasu, gdzie #V i #E sq odpowiednio
liczbgq wierzchotkow | I|czba krawedzi w grafie.



)

Rozwazamy jezyk L reprezentowany Brzez gramatyke G
w postaci normalnej Chomsky’ego bez symboli
nadmiarowych. Istniejg algorytmy pozwalajace
rozstrzygnac:

e czy jezyk L jest nieskonczony?

Jezyk L jest nieskonczony, wtedy i tylko wtedy, gdy
opisany wczesniej gra nie jest grafem acyklicznym.
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Rozwazamy jezyk L reﬁrezentowany przez %ramatyke Gw
postaci normalnej Chomsky’‘ego bez symboli ]
nadmiarowych. Istnieje algorytm pozwalajacy podac

e gorne ograniczenie dtugosci stowa w skonczonym
jezyku bezkontekstowym L

Jezyk L jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy opisany
wczesniej graf jest grafem acyklicznym. Znajdujemy
dtugosc najdtuzszej sciezki w tym grafie rozpoczynajace]
sie w wezle quowiadajagym symbolowi poczgtkowemu
gramatyki. Jesli ta dtugosc wynosi r, to jezyk
generowany przez gramatyke nie zawiera stowa
dtuzszego niz 2".

Znajdowanie najdtuzszej sciezki w grafie skierowanym,
rozpoczynajacej sie w danym zrodle, zajmuje
O(max(#V,#E)} czasu, gdzie #V i #E sq odpowiednio
liczbg wierzchotkow i liczbg krawedzi w grafie.
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Konwersje reprezentacji jezykow bezkontekstowych

" Przeksztalcenie gramatyki bezkontekstowej o rozmiarze n na rOwnowazny
jej (silnie nieterministyczny) automat ze stosem wymaga czasu O(n) i daje
automat o wielkosci O(n).

" Przeksztalcenie automatu ze stosem o rozmiarze N na roOwnowazng mu
gramatyke bezkontekstowa wymaga czasu O(n°) i daje gramatyke o
wielkosci co najwyzej O(n®).

" Dla danej gramatyki bezkontekstowej o rozmiarze n mozna zbudowaé
rOwnowazng jej gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego w czasie
O(n%), a wynikowa gramatyka ma rozmiar O(n®).
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Przeksztatcenia gramatyk jezykoéw bezkontekstowych

® Testowanie pustosci jezyka bezkontekstowego droga rozstrzygniecia, czy symbol
poczatkowy generujgce] go gramatyki o rozmiarze N jest symbolem uzytecznym,
staranny algorytm wykorzystujacy odpowiednie struktury danych moze by¢ wykonany
w czasie O(n).

" Testowanie, czy jezyk bezkontekstowy zawiera stowo puste przeprowadzone droga
rozstrzygniecia, czy symbol poczatkowy gramatyki jest symbolem zerowalnym
(wyprowadza slowo puste), takze jest wykonalne w czasie O(n).

" Problem znajdowania symboli osiggalnych gramatyki bezkontekstowej zrealizowany
starannym algorytmem takze wymaga czasu liniowego O(n).

" Eliminacja e—produkcji w danej gramatyce bezkontekstowej o wielkosci N wymaga
czasu O(n?), a wynikowa gramatyka na rozmiar O(n?).

" Eliminacja produkcji tancuchowych (typu A—B) w danej gramatyce bezkontekstowej
o wielkosci h wymaga czasu O(n%), a wynikowa gramatyka na rozmiar O(n?).
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M] Problemy decyzyjne dla jezykow

bezkontekstowych

Testowanie przynaleznosci stowa do jezyka bezkontekstowego.

Testowanie, czy dane slowo o dlugosci n nalezy do jezyka
generowanego przez dang gramatyke bezkontekstowa w postaci
normalnej Greibach mozna wykona¢ w czasie wykladniczym w
stosunku do dtugosci stowa (w technologii top-down).

Testowanie, czy dane stowo o dlugosci n nalezy do jezyka
generowanego przez dang gramatyke bezkontekstowga w postaci
normalnej Chomsky’ego mozna wykonaé w czasie O(n°) stosujac
oparty o programowanie dynamiczne algorytm Cocke’a—Youngera—
Kasamiego (w technologii bottom-up).



