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@M Uzasadnienie lematu o pompowaniu

Jesli jakis jezyk jest regularny, to jest on akceptowany przez deterministyczny
automat skonczony o pewnej okreslonej liczbie standéw. Zatézmy, ze ta liczba
stanow wynosi k. Rozwazamy stowo nalezgce do tego jezyka o dtugosci k lub
wiecej symboli. Stowo to jest akceptowane przez nasz deterministyczny automat
skonczony posiadajacy k stanow. Aby byto ono zaakceptowane, automat startujac
ze stanu poczatkowego musi przeczyta¢ co najmniej k symboli i zatrzymac sie w
pewnym stanie koncowym akceptujgcym. Stowo wyznacza wiec w grafie automatu
Sciezke koncowg o liczbie krawedzi co najmniej k. Wobec tego liczba stanow
(weztow grafu), ktore znajdujq sie na sciezce koncowej wyznaczonej przez to
stowo w grafie automatu, wynosi co najmniej k+1. Poniewaz jednak automat
posiada tylko k standéw, co najmniej jeden stan na Sciezce wyznaczonej przez
stowo musi sie powtdorzy¢ (musimy dwukrotnie przejs¢ przez co najmniej jeden
wezet grafu). Przechodzgac dwukrotnie przez jakis wezet (stan) robimy petle.
Moglibysmy przejsc¢ przez te petle wiecej niz jeden raz — w rzeczywistosci tyle
razy, ile chcemy. Moglibysmy tez nie wchodzi¢ w te petle ani razu - i zawsze
doszlibysmy do stanu akceptujacego. Wtasnie pokazaliSmy w sposdb uproszczony,
ze jesli mamy wystarczajaco diugie stowo akceptowane przez automat skonczony,
to mozemy znalez¢ podtancuch tego stowa (naszg , petle”) potozony blisko
poczatku tego stowa, ktéry moze by¢ ,napompowany”, tj. powtdrzony tyle razy,
ile chcemy, a wynikowe stowo bedzie akceptowane przez ten automat skonczony.



MM Lemat o pompowaniu jezykow regularnych

AGH

Niech L bedzie jezykiem regularnym. Wtedy istnieje stata
k, taka ze jesli w jest dowolnym stowem z L oraz
lw| = k, to w mozemy przedstawi¢ w postaci w = xuz,
gdzie |xu| £ k, |u| = 1, oraz xu'z nalezy do L dla
kazdego i = 0. Co wiecej, k nie jest wieksze niz liczba
stanOw najmniejszego automatu skonczonego
akceptujgcego L.

Formalnie mozna to zapisac jak nizej:

Twierdzenie: Jesli L jest jezykiem regularnym to:
(7k) ((wel A |w| >2k) = (w =xuz A |xu| <k
lul =21 A (Vi>0) (xuz el)))

Warto zauwazy¢, ze lemat o pompowaniu mowi, ze jesli
jezyk regularny zawiera dtugie stowo xuz, to zawiera
nieskonczony zbior stow postaci xu'z.




Il Przyktad (1)

AGH

Przyktad: Czy jezyk { 0'1' | i>0 } jest jezykiem regularnym?

Nie; przypuscémy dla dowodu nie wprost, ze jezyk ten jest
regularny i niech k bedzie statg z lematu o rozrastaniu
jezykow regularnych. Rozwazamy stowo w = 0K1k = xuz,
Stowo w ma dtugosc rowng 2k>k. Wowczas u moze
zawierac od jednej do maksymalnie k cyfr 0. Inne
przypadki nie mogg by¢ brane pod uwage, gdyz
pompowana czesc¢ u musi byc blisko poczatku stowa (|xu|
< k). Rozwazymy ftancuch xu?z. Zawiera on co najmniej
k+1 ico najwyzej 2k cyfr 0. Wowczas xu?z nie nalezy
do jezyka, gdyz liczba cyfr 1 pozostaje bez zmiany. Tak
wiec xu?z w zadnym mozliwym przypadku nie nalezy do
naszego jezyka, jezyk ten nie moze by¢ regularny.




Il

e Przyktad (2)
Przykitad: Czy jezyk { abic* | i>1, j>1 } jest jezykiem
regularnym?

Nie; przypusémy dla dowodu nie wprost, ze jezyk ten jest
regularny i niech k bedzie statg z lematu o rozrastaniu
jezykow regularnych. Rozwazamy stowo
w = akbkc?k = xuz. Stowo w ma dtugosc rowng 4k>k.
Wowczas u moze zawierac od jednej do maksymalnie k
liter a. Inne przypadki nie mogq byc¢ brane pod uwage,
gdyz pompowana czes¢ u musi by¢ blisko poczatku stowa
(|xu| < k). Rozwazymy fancuch xu?z. Zawiera on co
najmniej k+1 ico najwyzej 2k liter a. Wowczas xu?z
nie nalezy do jezyka, gdyz liczba liter b pozostaje bez
zmiany, zas liter ¢ jest zbyt mato. Tak wiec xu?z w
zadnym mozliwym przypadku nie nalezy do naszego
jezyka, jezyk ten nie moze byc regularny.




“ Definicja domkniecia funkcji przejscia
M UJ automatu skonczonego
AGH (niedeterministycznego, z e-ruchami)

Domknieciem funkcji przejscia automatu skonczonego
o: Q x (2 u{e}l) ~ 22 nazywamy funkcje:

S QOxX - 2°
takg, ze:
(1) 6(g,€) = e~CLOSURE (q)
(2) 6(q,wa) = e~CLOSURE(P) dla geQ, weS*, ac> i gdzie
P=|J&(r,a), R=4(q,w)

reR

Wartoscig funkcji 8(g,a), a2 jest zbidr standw, do ktérych automat moze
przejsc startujac ze stanu g przy wejsciu bedacym pojedynczym symbolem
a. Wartoscig funkcji 6(q,w) jest zbior standw, do ktorych automat startujac
ze stanu g moze przejs¢ po przetworzeniu tancucha w. Dlatego tez - jesli
nie bedzie to prowadzi¢ do niejednoznacznosci — bedziemy dalej stosowac
symbol ¢ zarobwno do oznaczenia funkcji przejscia, jak i domkniecia
(uogolnienia) funkcji przejscia (opuszczajgc daszek).



M“m Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH regularnych (1)

Twierdzenie: Klasa JQZYkOW regularnych jest zamknieta ze wzgledu
na sume teorlomnogosaowq, ztozenie oraz domkniecie Kleene’go.
Formalnie, jesli L, i L, sg jezykami regularnymi, to jezykami
regularnymi sq takze L, vL,, L,L,oraz L, *.

Uzasadnienie wynika natychmiast z definicji jezyka (zbioru)
regularnego.

Twierdzenie: Klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledu
operacje dopetnienia. Formalnie, jesli jezyk L jest jezykiem
regularnym, gdzie L c2*, to jezyk | =2* - L tez jest jezykiem
regularnym.

Jezeli jezyk L jest jezykiem regularnym, to istnieje deterministyczny
zupetny automat skonczony A akceptujacy ten jezyk. Jezeli w tym
automacie stany akceptujgce zmienimy na nieakceptujace i na
odwrot, to otrzymamy automat akceptujacy stowa nie nalezace do
jezyka L i tylko takie stowa. Zatem automat A bedzie akceptowat
dopeftnienie jezyka L, a wiec dopetnienie musi byc jezykiem
regularnym.




M“m Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH regularnych (2)

Twierdzenie: Klasa jezykdéw regularnych jest zamknieta ze wzgledu na
iloczyn teoriomnogosciowy._Formalnie, jesli L, i L, sq jezykami
regularnymi, to jezykami regularnymi jest takze L; n L.

Zamknietosc¢ ze wzgledu na iloczyn teoriomnogosciowy wynika z
zamknietosci ze wzgledu na sume teoriomnogosciowg oraz dopetnienie

(por. prawa de Morgana). B ———
NL =L Ul

Twierdzenie: Klasa jezykdéw regularnych jest zamknieta ze wzgledu na
operacje podstawienia (w tym takze homomorfizmu).

Niech L < 2* bedzie jezykiem regularnym oraz dla kazdego ae2 niech L, *
bedzie jezykiem regularnym. Niech f: 2 ~ 2" bedzie podstawieniem
okreslonym jako f(a)=L,. Zastepujac kazde wystgpienie symbolu a w
wyrazeniu regularnym reprezentujacym L wyrazeniem regularnym
reprezentujacym L, otrzymamy nowe wyrazenie regularne. Aby dowies¢,
ze reprezentUJe ono f(L), zauwazamy, ze podstawienie sumy
teoriomnogosciowej, ztozenia i domkniecia jest odpowiednio sumag
teoriomnogosciowg, ztozeniem i domknieciem podstawien. Tak wiec f(L)
jest regularny.




“m Witasnosci zamknietosci jezykow

M

GH regularnych (3)
X
Twierdzenie: Klasa jezykéw wejscie ———»{ h &’aﬁ)@tﬁrﬁiﬁfﬁiﬁy

regularnych jest zamknieta A dia jezyka L
ze wzgledu na przeciwobrazy
homomorficzne.

y

akceptuj / odrzu¢
Zatozmy, ze A = <Q, 2, 9, q,, F> jest deterministycznymp |
automatem skonczonym akceptujacym jezyk regularny L, zas
h: I —» 2* jest homomorfizmem. Konstruujemy deterministyczny
automat skonczony A’ = <Q, I, &’, q,, F>, gdzie
0’(g, a) = 0(q, h(a)) dla kazdego geQ, ael. Wowczas mozna
pokazac, ze 0(q, x) = 8(q, h(x)). Zatem A’ akceptuje x wtedy i
tylko wtedy, gdy A akceptuje h(x). Inaczej mowigc jezyk
regularny akceptowany przez A’ to L(A’) = h"1{(L(A)), czyli klasa
jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledu na przeciwobrazy
homomorficzne.



M“m Witasnosci zamknietosci jezykow
AGH regularnych (4)

Twierdzenie: Klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledu
na ilorazy (dzielenie przez dowolne zbiory).

Zatozmy, ze A = <Q, 2, J, g, F> jest automatem skonczonym
akceptujacym jezyk regularny L, zas M jest dowolnym jezykiem.
Iloraz L/M jest akceptowany przez automat skonczony
A’ = <Q, 2, 5, q, F>, ktory zachowuje sie jak A z tym jednym
wyjatkiem, ze stanami koncowymi w A’ sq wszystkie stany g
automatu A, dla ktorych istnieje ye M takie, ze 6(q, y)e F. Przy
tym zatozeniu 0(q, x)e F’ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ye M
takie, ze 90(q, xy)e F. Tym samym A’ akceptuje L/M, wiec L/M
jest jezykiem regularnym.

Niestety, podany szkic dowodu nie jest konstruktywny, gdyz nie
podaje efektywnego algorytmu wyznaczania stanow koncowych

automatu A’. Efektywny algorytm istnieje dla M bedgcego
jezykiem regularnym, ale nie dla M dowolnego.




ﬂlmﬂ Przyktad — idealne przetasowanie (1)

AG

Idealne przetasowanie jezykéw L, i Lg definiujemy
nastepujgco:
Niech L, Ly 2*
Perfect _Shuffle(L,, Lg) = {w | w = a;bja,b,...a by,
a13,...ax € Ly, b1by...bg € Lg, dla a;, b; €2 }
Czy klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze
wzgledu na idealne przetasowanie?




Mm Przyktad — idealne przetasowanie (2)

AGH
Tak, wezmy bowiem:
A=2x2
Elementami alfabetu A sg dwajki (a,b) takie ze a,b € 2.
Rozwazymy trzy homomorfizmy:
left: A — 2* takizeleft((a,b))=a
right: A — X* takizeright((a,b))=b
unpair: A > X* taki ze unpair( (a,b) ) = ab
Widzimy, ze:
L, = |Eft_1(|-A) ={(ay,bs) (az,b,)...(an,bn) | (a,b) € A, a13;...a5 € La }
L, = right™(Ls) = {(a1,b1) (a2,b2)...(an,b0) | (a,b)) € A, bib,...b, € Lg }



ﬂlmﬂ Przyktad — idealne przetasowanie (3)

AGH
Mamy dalej:

Ls = Ly N Ly ={ (a1,b1) (az,b2)...(an,bn) |

(a;,b;)) € A, a1a;...a, € Ly, b1b,...b, € Lg }

oraz

unpair(Ls) = Perfect-Shuffle(La, Lg) = { w | w = a;bja,b,...aby,

a13,...ax € La, b1bs...bx € L, dla a;, b; €2 }

Jesli L i Lg sg jezykami regularnymi, to z uwagi na zamknietosc¢ klasy
jezykow regularnych ze wzgledu na przeciwobrazy homomorficzne,
przeciecie i homomorfizmy, Perfect-Shuffle(L,, Lg) jest takze jezykiem
regularnym, wiec klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledu
na idealne przetasowanie.



Mm Inny przyktad (1)

AGH

Rozwazymy jezyk:
L={ablc" | i,j,k >0 oraz jesli i=1 to j=k}
Ten jezyk nie jest regularny, bowiem:
L ~ab*c*={ab'c" | n>0}
Zdefiniujmy teraz homomorfizm h: {a,b,c}* — {0,1}*
h(a)=¢; h(b)=0; h(c)=1
Wtedy
h(L)={0"1" | n>0}
Jezyk h(L) nie jest regularny, jak wykazano wczesniej na wyktadzie. Skoro
h(L) nie jest regularny, to takze L nie jest regularny, gdyz h(L) zostat

otrzymany z L poprzez przeciecie i homomorfizm, ktore to sg operacjami
zachowujgcymi regularnosc.



M“UJ Innny przyktad (2)

AGH

Ale kazde odpowiednio dtugie stowo jezyka L = { ab'c* | i,j,k =0 oraz jesli
i=1 to j=k}dasie napompowald. Wezmy bowiem statg k = 3. Rozwazamy
dowolne stowo w € L takie ze |w|2 3. Pokazemy, ze kazde takie w da sie
przedstawi¢ w postaci w = xuy i da sie napompowac.

eJesli i#2 todzielimystowo w tak: x=¢, u jest pierwszym symbolem
stowa w, za$ y jest resztg stowa w. Mamy, w=xuy, |[xu|<3, |u|>0.
Obserwujemy, ze faricuch xu®y, gdzie p #1 ma te wtasnosé, ze liczba liter
a jestrdézna od 1, wiec xu"y e L dla kazdego p.

e Jesli i =2 todzielimystowo w tak: x=aa, u jest pierwszym symbolem
wystepujgcym po czesci X, zas y jest resztg stowa w. Mamy, w=xuy,
Ixu|<3, |u|>0. iteraztancuch xu®y dla kazdego p posiada dwie litery a
na poczatku, wiec xu’y € L dla kazdego p.



M“UJ Inny przyktad (3)

AGH

Lemat o pompowaniu mowi, ze kazdy jezyk
regularny spetnia warunki lematu (jego teze),
ale nie mowi, ze tylko jezyki regularne spetniaja
te warunki. W niniejszym przyktadzie
pokazalismy, ze jezyk L nie bedacy jezykiem
regularnym tez spetnia teze lematu o
pompowaniu jezykow regularnych.




I Twierdzenie Myhilla-Nerode'a (1)

AGH

Twierdzenie:

Nastepujgce warunki sg rownowazne.:

(1) Jezyk L2 ™ jest akceptowany przez pewien
deterministyczny zupetny automat skonczony.

(2) Jezyk L jest sumg teoriomnogosciowg pewnych
klas abstrakcji pewnej prawostronnie
niezmienniczej relacji rownowaznosci o indeksie
skonczonym.

(3) Relacja R, indukowana przez jezyk L jest relacja
0 indeksie skonczonym.



M Twierdzenie Myhilla-Nerode’a (2)

AGH

(1) = (2)

Niech A = <Q, 2, F, q,, 6> bedzie deterministycznym zupetnym automatem
skonczonym akceptujacym jezyk L.

Zdefiniujemy relacje R, <2 *x2* taka, ze xR,y = 8§qy,x)=&q,,y). Relacja R, jest relacjq
prawostronnie niezmienniczg, gdyz dla dowolnych x i y, jesli xR,y, tzn. jesli
AqGo,Xx)=&qyy), to dla dowolnego stowa z zachodzi:

5(qO/XZ) = 5(5(q0,X),Z) = 5(5(CI0/ y),Z) = 5(CI0, yz)

Relacja R, jest tez relacjg rownowaznosci (prosze sprawdzic). Relacja R, jest relacjg o
indeksie skonczonym, poniewaz indeks relacji (liczba klas rownowaznosci) nie
przekracza liczby standw automatu A. Wynika to z faktu, ze dowolne dwa stowa, dla
ktorych przetwarzanie konczy sie w tym samym stanie, sg ze soba w relacji R,.
Wynika z tego, ze zbidor wszystkich stéw, dla ktérych przetwarzanie konczy sie w
pewnym stanie, zawiera sie w pewnej klasie abstrakcji relacji R,. Tak okreslone
zbiory stdw stanowig podziat zbioru wszystkich stow nad alfabetem 2. Co wiecej
zbiory te sg klasami abstrakcji, gdyz dowolne dwa stowa, dla ktérych przetwarzanie
przez automat konczy sie w roznych stanach, nie sq ze sobg w relacji R,.

Oczywiscie jezyk L jest sumag zbioréow tych stéw, dla ktorych przetwarzanie konczy sie
w stanach akceptujgcych automatu A.



I Twierdzenie Myhilla-Nerode'a (3)

AGH

(2)=(3)

Niech p bedzie prawostronnie niezmienniczg relacjg rownowaznosci o
indeksie skonczonym. Niech jezyk L bedzie sumg pewnych klas abstrakcji
relacji p. Pokazemy, ze kazda klasa abstrakcji relacji p jest zawarta w
pewnej klasie abstrakcji relacji R, indukowanej przez jezyk L. Niech x,y e2™*
i niech xpy (co oczywiscie oznacza, ze x i y nalezg do tej samej klasy
abstrakcji relacji p). Wobec tego (Vze2*) xz p yz — na mocy prawostronnej
niezmienniczosci relacji p. To znaczy, ze dla dowolnego z>* oba stowa xz
i yz nalezg do jakiejs jednej klasy abstrakcji. Poniewaz jezyk L jest sumq
teoriomnogosciowg pewnych klas abstrakcji relacji p, to dla danego stowa z
albo oba stowa xz i yz nalezg do jezyka L, albo oba stowa nie nalezg do
jezyka L. To wyczerpuje definicje relacji R, indukowanej przez jezyk L.
Ostatecznie dla dowolnych stdw x i y, jezeli pozostajg w relacji p, to
pozostajq tez w relacji R,. Czyli kazda klasa abstrakcji relacji p zawiera sie
w pewnej klasie abstrakcji relacji R;, co oznacza, ze indeks relacji R, jest
nie wiekszy niz indeks relacji p, czyli skohczony.



) Twierazenic Myhilla-Nerode’a (4)

AGH

3)=(@1)

Niech L bedzie jezykiem nad alfabetem 2, niech R, bedzie relacjg o indeksie
skonczonym indukowang przez jezyk L. Nastepujacy automat bedzie
akceptowat jezyk L.:

A=<Q727F7q01é>
gdzie:
 zbior stanow Q jest zbiorem indeksowanym klasami abstrakcji relacji R,

« stanem poczgtkowym q, jest stan indeksowany klasg abstrakcji zawierajgcag
stowo puste qp,,

« stanami akceptujgcymi sg stany indeksowane klasami abstrakcji zawartymi w
jezyku L,

» funkcja przejscia jest zdefiniowana nastepujaco: &(d,,2)=0yap 9dzie we2 ™,
ae2 oraz [w] I [wa] sg klasami abstrakcji o reprezentantach w i wa.

Tak skonstruowany automat A jest deterministycznym zupetnym i minimalnym
automatem skonczonym akceptujacym jezyk L.




Il

Przyktad — jezyk 0*10*

AGH
Relacja R,:
Kp = (00)* _
Kz = (00)*0 Relacja R;:
Ke = (00)*1 Ky = 0%
K, = (00)*01 = ]| K, = 0*10%
Ke = 0*100% K; = 0*¥10*1(0|1)*
Ke = 0%10%1(0]1)*




