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1.1. Dopelnieniem jezyka a*b* jest
[NIE] (A) b*a*

pojedynczy symbol a zawiera si¢ w obu jezykach

[NIE] (B) bra*
brak stowa aba, ktore nie wystepuje w jezyku a*b*

[TAK] (C) a*b*a(alb)*
jest to dopelnienie jezyka a*b*
[NIE] (D) (a‘'b*a*|b*a*)(alb)*
istnieje mozliwo$¢ utworzenia ciggu samych symboli a
[TAK] (E) a*b*a*(a|b)*
jest to dopelnienie jezyka a*b*
[NIE] (F) a*b*a(alb)*|e
stowo puste moze wystepowaé w obu jezykach
[NIE] (G) jezyk regularny, ale Zaden z powyzszych
jezyki z podpunktu (C) oraz (E) spetniajg warunek

[NIE] (H) jezyk nie bedacy jezykiem regularnym
jezyki regularne sg zamknigte ze wzgledu na dopetienie

1.2. Jezyk nad alfabetem 2 = {0, 1} bedacy zbiorem wszystkich niepustych tancuchow
zerojedynkowych, w ktorych kazde dwa zera przedzielone sa co najmniej jedng jedynka,
moze by¢ opisany nastgpujagcym wyrazeniem regularnym:

[NIE] (A) 1*(011*)*01*
brakuje np. stowa /

[NIE] (B) 1*|1*(011%)*01*
zawiera stowo puste

[NIE] (C) (1]01*%0)(1|01*0)*
pierwszy nawias dopuszcza dwa zera stojace obok siebie

[TAK] (D)  11%*[1*(011%)*01*



11* z calg pewno$cig spelnia warunki, natomiast zawarto§¢ nawiasu w
1*(011*)*01* gwarantuje rozdzielenie zer co najmniej jedng jedynka
[NIE] (E) (1|01%0)*
dopuszcza dwa zera stojgce obok siebie
[NIE] (F) 1*01*(101%)*
brakuje np. stowa /
[NIE] (G) 1*01*(101%)*|1*
zawiera stowo puste
[TAK] (H) 1*01*(101*)*|1*1

dopuszcza stowa zlozone z samych jedynek, gwarantuje rozdzielanie zer co
najmniej jedng jedynka

1.3. Jezelir, s, t s3 wyrazeniami regularnymi, to zachodza nastepujace tozsamosci:

[TAK](A) r@=0r=0
zbidr pusty jest wynikiem konkatenacji zbioru pustego z dowolnym zbiorem
[TAK](B) r|@=0Q|r=r
zbi0r pusty jest elementem neutralnym sumy teoriomnogosciowe;j
[TAK](C) r|r=r
wynikiem sumy teoriomnogosciowej dwoch identycznych zbiordéw jest ten wtasnie
zbior
[NIE](D) rle=¢gr=r
Jezeli wyrazenie r nie zawiera stowa pustego, to rownos¢ nie zachodzi
[TAK] (E) r(s|t) =rs|rt
Zarébwno lewa 1 prawa strona reprezentuje tancuchy rozpoczynajace si¢
wyrazeniem r, a konczace wyrazeniem s lub t

[TAK] (F) O*=¢
domknigciem Kleene’ego zbioru pustego jest zbidr zawierajacy stowo puste

[TAK] (G) eg*=g¢
domknieciem Kleene’ego zbioru zawierajacego stowo puste jest ten zbior

[NIE] (H) r(rs|s)*r = rr*s(rr*s)*r
kontrprzyktad: tylko prawa strona moze wygenerowac¢ tancuchy rozpoczynajace 1
konczace si¢ literg , w ktérym przynajmniej dwa razy litera s wystepuje obok siebie:
rsss*r



1.4. Dopelnieniem jezyka ab* jest
[NIE] (A) b*a*

pojedynczy symbol a zawiera si¢ w obu jezykach
[NIE] (B) bra*

stowo puste nie wystepuje w obu jezykach
[NIE] (C) ab*a(alb)*

stowo puste nie wystepuje w obu jezykach
[NIE] (D)  b(alb)*

stowo puste nie wystepuje w obu jezykach
[NIE] (E) (blab*a)(alb)*

stowo puste nie wystepuje w obu jezykach
[TAK] (F) (bljab*a)(alb)*|e

dopetnienie zawiera wszystkie stowa nienalezace do jezyka ab*
[NIE] (G) jezyk regularny, ale zaden z powyzszych

Jezyk z podpunktu (F) spetnia warunek

[NIE] (H) jezyk nie bedacy jezykiem regularnym
Jezyki regularne sg zamknigte ze wzgledu na dopetnienie

1.5. Jezyk nad alfabetem 2 = {0, I} bedacy zbiorem wszystkich niepustych tancuchow
zerojedynkowych, w ktorych liczba zer jest parzysta, moze by¢ opisany nastepujagcym
wyrazeniem regularnym:
[NIE] (A)  11{(0[1)1(0[1)|(0[1)1(0[1)*1(0|1)
poniewaz (0|1)* generuje dowolng ilos¢ zer
[NIE] (B) 1*|1*%(011*)*01*
poniewaz (011*)* generuje dowolng ilo$¢ zer
[TAK] (C) (1|01%0)(1]01*0)*
poniewaz najpierw wystepuje jedynka lub dwa zera z dowolnym ciggiem jedynek
pomigdzy nimi, a nastepnie taki sam cigg dowolng 1lo$¢ razy

[NIE] (D) 11%|1*(011%)*01*
poniewaz (011*)* generuje dowolng ilo$¢ zer

[NIE](E) (1|01*0)*
poniewaz zawiera stowo puste



[NIE] (F) (1*|1*01*01%)*|11*
poniewaz zawiera stowo puste
[NIE] (G) (@A*|1*%01*01*)*|11*|1*01*01*
poniewaz zawiera stowo puste
[TAK] (H) (@*1*01*01*)*(11*|1*%01*01%)
poniewaz lewy nawias tworzy cigg jedynek lub par zer z dowolng iloscig jedynek z

kazdej strony, prawy nawias to prawie to samo, ale wyklucza mozliwos$¢ powstania
stowa pustego

1.6. Jezeli r, s, t s3a wyrazeniami regularnymi, to zachodza nastepujace tozsamosci:

[TAK] (A) (gr)* =r*
poniewaz nawet jesli po lewej stronie r nie zawieralo w sobie ¢, to jest domknigte,
a wiec ¢ juz nalezy, natomiast po prawej stronie jest domkniecie r, a wigc ¢ lub
dowolne zlozenia stow z r

[TAK](B) re=ger=r
poniewaz konkatenacja ze stowem pustym z dowolnej strony daje to samo
[TAK] (C) r*s|s=r*s
poniewaz s zawiera si¢ w r¥s (r* moze by¢ stowem pustym)
[TAK] (D) (r|s)* = (r*s)*r* = (s*r)*s*
poniewaz wszystkie trzy wyrazenia dajag dowolne ciagi wyrazen sir
[TAK] (E)  (r|s)* = (r*s*)*
poniewaz po obu stronach sg dowolne ciagi wyrazen sir
[NIE] (F)  r*s|rs* = rs(r*|s*)
poniewaz po lewej stronie mozemy stworzy¢€ s, a po prawej mamy narzucone rs na
poczatku

[INIE](G) ©*=0

poniewaz domknigcie zawsze zawiera &, a wiec nie jest zbiorem pustym

[NIE] (H) r(rs|s)*r = r(sr|r)*
poniewaz po lewej stronie mozemy stworzy¢ rssr, a po prawej nie

1.7. Rozwazamy jezyki regularne nad alfabetem {a, b, ¢}, takie ze liczba ich stéw o
dtugosci n wynosi doktadnie n” dla kazdego n > 1. Przyktadem takiego jezyka moze by¢:

[TAK] (A) a*ba*ba* | a*ca*ca* | a*ba*



Stowa nie powtarzajg si¢ pomiedzy sktadnikami sumy teoriomnogos$ciowe;.
Pierwszy 1 drugi sktadnik pozwalaja na wygenerowanie takiej samej liczby stow.
W przypadku pierwszego sktadnika stowo o dlugosci n zawiera dwie litery b ktore

moga pojawi¢ si¢ na kazdej z n pozycji, wiec mozliwych jest (721) stow. Trzeci
sktadnik pozwala na utworzenie n ré6znych stéw, poniewaz b moze sta¢ na kazdym
Y tn=n(n—-1)+n=n?

z n miejsc. Ostatecznie daje to 2 P
[NIE] (B) a¥*ca*ca*|a*ba*
Jezyk regularny z punktu (A) miat odpowiednig liczb¢ stow, a ten (B) ma mniej bo
w wyrazeniu regularnym (B) brakuje jednego sktadnika sumy teoriomnogosciowe;j
z wyrazenia regularnego z (A).

[TAK] (C) a*b™a’|b*a’b*|a*c"

Jest to przyktad analogiczny do (A), bo:

a*b*a” = a*bb*aa*

b*a‘b" = b*aa*bb*

a*c" =a*cc*

Stowa nie powtarzajg si¢ pomiedzy sktadnikami sumy teoriomnogosciowe;.

Zacznijmy od ostatniego, najprostszego sktadnika.

¢ mozna ustawi¢ w kazdym z n miejsc, pozostate wypetiane sg odpowiednio a

przed i1 ¢ po. To oznacza, ze ten sktadnik pozwala na wygenerowanie n stow o

dhugosci n.

Pierwszy 1 drugi skladnik sumy teoriomnogos$ciowe] pozwalaja na utworzenie

takiej samej ilosci stow. W tym przypadku a mozna ustawi¢ na kazdym z n miejsc

a b na kazdym z n-1 miejsc, jednak trzeba ten iloczyn podzieli¢ przez 2 aby nie

uwzglednia¢ przypadkow kiedy a 1 b s3 w odwrotnej niz prawidlowa kolejnosci.
nn-—1) N nn-—1)

> 5 +n=n?

[NIE] (D) b*a'b"|a*c"
Jezyk regularny z punktu (C) miat odpowiednig liczbe stow, a ten ma mniej bo w
wyrazeniu regularnym (D) brakuje jednego sktadnika sumy teoriomnogosciowej z
wyrazenia regularnego z (C).

[NIE] (E)  (alb)*c(alb)*
Dla stowa o dtugos$ci n, ¢ mozna ustawi¢ w kazdym z n miejsc, na pozostatych
miejscach (n-1) moze wystapic a lub b, wigc 1los¢ mozliwych stow to
n2" 1t #n? dlan >3

[NIE] (F) (al|b)*ca*
To wyrazenie regularne pozwala utworzy¢ nastepujaca liczbe stow o dtugosci n:
L2t Jest tak, poniewaz ilo$¢ stow zalezy wyltgcznie od tego ile razy wystapi



cze$¢ (alb), a moze si¢ to wydarzy¢ maksymalnie n-/ razy. Reszte stowa wypeinia
c i odpowiednia liczba a. Podany wzor dla n=2 daje wynik 3 # 4 k a n’=4.

1.8. Ktére z nastepujacych wyrazen regularnych nie reprezentuje jezyka ztozonego ze
wszystkich stow nad alfabetem {a,b} zawierajacych co najmniej dwa wystgpienia
symbolu a?

[TAK] (A) (ab)*a
To wyrazenie nie reprezentuje takiego jezyka, poniewaz
1) nie zawiera stowa aab, ktore nalezy do jezyka
2) zawiera stowo a ktore nie nalezy do jezyka

[TAK] (B) a(ba)*
To wyrazenie nie reprezentuje takiego jezyka, poniewaz
1) nie zawiera stowa aab, ktore nalezy do jezyka
2) zawiera stlowo a, ktore nie nalezy do jezyka

[NIE] (C) (a]b)*ab*a(a|b)*
To wyrazenie reprezentuje jezyk, poniewaz oprocz dwoéch ustawionych ,.na
sztywno” a, dookota moze wystgpowac cokolwiek (jezeli chcieliby§Smy mieé
wigce] a pomigedzy tymi dwoma ustawionymi, to mozna to zrealizowac inaczej,
czyli po lewej lub prawej stronie od tych ustawionych).

[NIE] (D) b*ab*a(a|b)*
To wyrazenie reprezentuje jezyk, bo czes¢ b*ab*a gwarantuje wystgpienie dwoch
a 1 dowolnej ilosci b dookota, a koncowka (a|b)* pozwala na utworzenie dowolnego
stowa nad alfabetem {a,b/.

[TAK] (E) (alb)"a(alb)"a(a|b)"
To wyrazenie regularne nie reprezentuje tego jezyka, poniewaz wystepuja w nim
trzy sktadniki (a|b)*, ktore warto$ciujg sie do co najmniej jednego znaku, wiec
niemozliwe jest utworzenie stowa aa, musi by¢ przynajmniej 5 znakow, np. babab.

[TAK] (F) (alb)*a*(alb)*a”
To wyrazenie regularne nie reprezentuje tego jezyka, poniewaz nie mozna
wygenerowac za jego pomoca stowa konczacego si¢ na b.

[NIE](G) (a|b)"a(alb)"a(alb)’
To wyrazenie regularne reprezentuje ten jezyk, poniewaz oprocz dwoch a
ustawionych ,,na sztywno” mozna pomig¢dzy nimi umiesci¢ dowolne stowa nad
alfabetem {a,b}. Chyba najbardziej oczywiste 1 czytelne wyrazenie regularne
reprezentujace ten jezyk.



[TAK] (H) a(alb)*a
To wyrazenie regularne nie reprezentuje tego jezyka, poniewaz:
1) nie da si¢ uzyskac stow zaczynajacych si¢ na litere b, np. baa
2) nie da si¢ uzyska¢ stow konczacych si¢ na literg b, np. aab

1.9. Wyrazenie regularne odpowiadajgce wszystkim stowom bitowym, w ktorych liczba
zer jest podzielna przez 3 to:

1 1

1

[NIE] (A) (01*01*01)*1*
— nie mozemy wygenerowac stowa, w ktoérym 1 poprzedza pierwsze 0

[NIE] (B) (0*01*01*01*)*1*
— nie mozemy wygenerowac stowa, w ktorym 1 poprzedza pierwsze 0

[NIE] (C) (1*01*%01%01%)*
—nie mozemy wygenerowac stowa sktadajacego si¢ z samych jedynek

[TAK] (D) @1*01*01*01*)*1*
— odpowiada narysowanemu automatowi

[TAK] (E) (1*01*01*0)*1*
— odpowiada narysowanemu automatowi 1 jest rownowazny powyzszemu



[TAK] (F) 1*(01%0(01*01*0[1)*01*%| &)
—1*1 & pozwalajg na akceptacje w pierwszym stanie, (01*0 pozwala na dojscie do
trzeciego stanu, (01*01%0|1)* zawsze konczy si¢ w trzecim stanie, a 01*
gwarantuje nam nastepne przejscie do stanu akceptujacego

1.10. Niech 2 = {a,b} oraz niech L bedzie jezykiem nad alfabetem 2 zlozonym ze
wszystkich stow nie zawierajacych podtancucha aaa. Nastepujace wyrazenie regularne
odpowiada jezykowi L:

[NIE] (A) (a[b)*(alaa)*(a|b)*
— zaroOwno (alb)* jak 1 (aJaa)* pozwalaja wygenerowac podtancuch aaa

[NIE] (B) (alb)*( £|alaa)*(a]b)*
— zaroOwno (alb)* jak 1 (g]ajaa)* pozwalajg wygenerowac podtancuch aaa

[TAK] (C) (blablaab)*( &|ajaa)
— pozwala na wygenerowanie wszystkich stow niezawierajacych podtancucha aaa

[NIE] (D) (blablaab)*
— nie mozna wygenerowac stowa konczacego si¢ na a lub aa, lub zawierajacego
tylko a lub aa

[TAK] (E) (&|ajaa)(blbalbaa)*
— pozwala na wygenerowanie wszystkich stow niezawierajacych podiancucha aaa



[NIE] (F) (b|bajbaa)*

— nie mozna wygenerowanie stowa zaczynajacego si¢ na a lub aa, lub
zawierajacego tylko a lub aa

[TAK] (G) (bjabjaab)*|(b*a)(bb*ajabb*a)*|(b*a(bb*a)*a)(bb*a(bb*a)*a)*
— pierwszy sktadnik sumy teoriomnogosciowej pozwala wygenerowac wszystkie
stowa niezawierajace podtancucha aaa, z wyjatkiem stéw a, aa 1 tych konczacych
si¢ na a lub aa. Drugi sktadnik sumy teoriomnogos$ciowej pozwala wygenerowaé

stowo a 1 wszystkie konczace si¢ na a. Trzeci sktadnik sumy teoriomnogosciowe]
pozwala wygenerowac stowo aa 1 wszystkie konczace si¢ na aa

1.11. Niech X = {0, 1} oraz niech L bedzie jezykiem nad alfabetem 2 bedacym
zbiorem wszystkich tancuchow, w ktorych kazdy podtancuch zawierajacy dwa lub wigcej
kolejne zera pojawia si¢ przed jakimkolwiek podiancuchem zawierajacym dwie lub
wiecej kolejne jedynki. Nastepujace wyrazenie regularne odpowiada jezykowi L:

Automat akceptujacy jezyk z zadania:
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[NIE] (A)  (1/01)*(£[0]00(0[10)*(e]1))
Wyrazenie regularne nie spelnia warunkow zadania. Po wystgpieniu dwoch
kolejnych jedynek moga wystapi¢ dwa kolejne zera.

[TAK] (B)  0%]0*1(00%1)*|0%1(00%1)*1(1]01)*(¢|0)

Wyrazenie regularne spetnia warunki zadania i odwzorowuje automat skonczony
przedstawiony powyze;j.

[NIE] (C) 1*[1*0(11%0)*|1*0(11*0)*0(0|10)*(g[1)
Odpowiednik wyrazenia z punktu (B) po zamienieniu symboli 0 na / i / na 0.
Wyrazenie to nie generuje stow, ktore sg akceptowane w czwartym stanie (od lewej)

powyzszego automatu skonczonego, gdyz po wystagpieniu dwdch kolejnych
jedynek mogg wystapi¢ dwa kolejne zera.



[TAK] (D)  (0[10)*(g[1]11(1]01)*(£|0))
Odpowiednik wyrazenia z punktu (A) po zamienieniu symboli 0 na / 1 / na 0.
Generowany jezyk odpowiada jezykowi akceptowanemu przez automat skonczony
na rysunku powyzej.

[NIE](E)  0*|0*1(00*1)*|0*1(00*1)*1(1|01)*
Jest to wyrazenie (B), ale bez stow zawierajacych znak 7 1 jednoczesnie konczacych
si¢ znakiem 0, przez co wyrazenie to nie generuje wszystkich stow jezyka.

[TAK] (F)  (0*(10)*)*(e[1]11(1]01)*(£|0))
Wyrazenie jest odpowiednikiem tego z punktu (D). Cze¢s¢ (0*(10)*)* mozna
przeksztatci¢ w (0|10)*.

[NIE] (G) 0*|0*1(00*1)*|0*1(00*1)*1(1|01)*0
Jest to wyrazenie (B), ale bez stow zawierajacych znak 0 i jednoczesnie konczacych
si¢ znakiem /, przez co wyrazenie to nie generuje wszystkich stow jezyka.

1.12. Rozwaza si¢ nastepujace jezyki regularne: L; = € oraz L, = &. Dla tych
jezykow prawdziwe jest:
[TAK](A) L, NL,=9

Przecigcie jezyka pustego z jakimkolwiek jezykiem zawsze daje jezyk pusty.
[TAK] (B) L;*=L,*

7 tozsamos$ci €* = gwynika L;*=g*=¢g= L,

Z definicji @*=¢ wynika L,*=*=g=¢g*=[L*

[NIE] (C) L;*zLy*
7 uzasadnienia punktu (B).

[NIE] (D) L>*zL;*
7 uzasadnienia punktu (B).

[TAK] (E) L]* ULZ* = (L] ULZ)*
Li*uvly*=¢g*vud*=¢gUeg =¢
(L[ ULQ)* = (8 U@)*:Q* =&
Z powyzszych wyprowadzen wynika, ze rownos¢ jest prawdziwa.

[TAK] (F)  L;L> = L:L,
eD=0e =>D0=0

Konkatenacja € i J w dowolnej kolejnosci zawsze da &, wigc rdwnosé jest
spetniona.



[TAK](G) L, zLiL;
ceged=>¢

[NIE](H) L;&zL.L;
BcBe=>0 D

Sprzecznosc.

1.13. Rozwaza si¢ nastepujace jezyki regularne: L; = (aa)* oraz L, = a(aa)*. Dla tych
jezykow prawdziwe jest:

[TAK](A) LiNL=<
L, L, sarozlagczne — nie majg zadnego wspdlnego stowa.

[NIE] (B) L;*=Ly*
L;* = ((aa)*)* = (aa)*
L>* = (a(aa)*)* = a*

[TAK](C) L; zL;
L,;, L, sarozlagczne — zaden z nich nie jest podzbiorem drugiego.

[TAK] (D) L,zlL;
L,;, L, sarozlagczne — zaden z nich nie jest podzbiorem drugiego.

[TAK](E) L;* UL*=(L; ULy*
Obie strony rownos$ci sprowadzajg si¢ do a*.

[TAK] (F) L;L>=L>L,
Stowa nalezace do L; oraz L, sktadajg si¢ wylacznie z symboli a, wiec kolejnosé
nie gra roli.

[TAK](G) L;zL/L;
L, sktada si¢ z stow dlugosci parzystej, a L;L, sktada si¢ z stow dlugosci
nieparzystej.

Jezyk L; zawiera stowo puste 1 w sposdb oczywisty L jest podzbiorem L, wiec L
bedzie podzbiorem L ;L.

1.14. Rozwazamy jezyki regularne nad alfabetem {a, b, ¢}, takie ze liczba ich stow o
dtugo$ci n wynosi doktadnie n-2"7 dla kazdego n > 0. Przykladem takiego jezyka
moze byc¢:



[NIE] (A) a*ba*ba* |a*ca*ca* | a*ba*
Liczba stow o dlugosci n dla powyzszego jezyka wynosi doktadnie n°. W przypadku
pierwszego oraz drugiego czlonu wybierane sg 2 z n miejsc na symbole inne niz a.
W przypadku trzeciego cztonu wybierane jest jedno z n miejsc na symbol b. Stad:

2+x(J)+n=n?

[NIE] (B) a*ca*ca* |a*ba*
Jezyk z punktu B to okrojony jezyk z punktu A, wiec jesli w punkcie A liczba stow
o dtugosci n wynosi n° to dla jezyka B stow tych bedzie jeszcze mnie;.

[NIE] (C) a*b*a™|b*a'b"|a*c’
Liczba stow o dlugosci n dla powyzszego jezyka wynosi doktadnie n°. W przypadku
pierwszego czlonu wybierana jest pozycja pierwszego symbolu b (z n-1
mozliwych). Uwzglednione musza zosta¢ wszystkie warianty liczb symboli b.
Przyktadowo jesli pierwszy symbol b wystapi na przedostatniej pozycji w stowie
to jest to jedyna mozliwos¢. Jezeli pierwszy symbol b wystapi na trzeciej od konca

pozycji to warianty sg dwa (...baa, ...bba). Nalezy zauwazy¢, ze problem
1+(n-1)
2
jezyka jest analogiczny do pierwszego. W trzecim nalezy wybra¢ jedng z n pozycji
wystgpienia pierwszego symbolu c. Ostatecznie liczba mozliwych do uzyskania

sprowadza si¢ do sumy ciggu arytmetycznego: * (n—1). Drugi czton

stow redukuje sie do: 2 = @ *(n—1)+n= n?

[NIE] (D) b*a*b*|a*c"
Jezyk z punktu D to okrojony jezyk z punktu C, wigc jesli w punkcie C liczba stow
o dtugo$ci n wynosi n° to dla jezyka D stow tych bedzie jeszcze mnie;j.

[TAK] (E)  (a|b)*c(ab)*
Liczba stow o dlugosci n dla powyzszego jezyka wynosi dokladnie n-2"~. W
pierwszej kolejnosci wybierana jest jedna z n pozycji dla symbolu c. Nastepnie na
pozostatych n-1 pozycjach wybierany jest jeden z dwoch symboli co redukuje si¢
do n-2",

[NIE] (F) (alb)*ca*
Jezyk z punktu F to okrojony jezyk z punktu E (brak drugiej sumy
teoriomnogosciowej). Wynika z tego, ze jezyk F posiada mniej stow dtugosci n niz
jezyk E, ktoéry spetnia warunki zadania.



1.15. Rozwaza si¢ nastepujace jezyki regularne: L; = aa oraz L, = a. Dla tych
jezykow prawdziwe jest:

[TAK](A) LiNL=<
tak, bo jezyk L, zawiera tylko stowo aa, natomiast jezyk L, zawiera tylko stowo
a. Cze$¢ wspolna (iloczyn) roztacznych wzgledem siebie zbioréw daje nam zbidr
pusty ().

[NIE](B) L;*=Ly*
nie, bo L] zawiera stowa {¢, aa, aaaa, aaaaaa, ...}, czyli stowo puste i stowa
sktadajace si¢ z parzystej liczby liter «, natomiast L5 zawiera stowa
{e,a,aa,aaaq,...}. Stad wynika, ze rowno$¢ nie zachodzi (zbiory sg wzgledem
siebie rozne).

[NIE] (C) L,;*zLy*
nie, bo L] jest podzbiorem L. L] zawiera stowo puste i stowa z parzysta liczbg

liter a, natomiast L7, zawiera stowo puste i dowolne stowo sktadajace si¢ z liter a.
Stad wynika, ze kazde stowo z L] jest jednocze$nie stowem nalezacym do L5.

[TAK] (D) L,*zL*
tak, bo L] zawiera stowo puste i stowa z parzysta liczba liter a, natomiast L5
zawiera stowo puste 1 kazde dowolne slowo skladajace si¢ z liter a. Zbior
wszystkich stow skladajacych si¢ z liter a nie moze byc podzbiorem zbioru
wszystkich stéw o parzystej liczbie liter a.

[TAK] (E) L]* ULQ* = (L] ULz)*
tak, bo po lewej stronie mamy zbidr wszystkich stow sktadajacych si¢ z liter a
(wlacznie ze stowem pustym), natomiast po prawej stronie roOwniez jesteSmy w
stanie otrzymac¢ dowolne stowo sktadajace si¢ z liter a (wlacznie ze stowem
pustym).

[TAK] (F)  L:L> = L:L,
tak, bo L;L, to aaa, natomiast L,L; to aaa. Ztozenia te daja nam te same stowa.

tak, bo L; = aa, natomiast L;L, = aaa. {aa} nie jest podzbiorem {aaa}.

[TAK](H) L>&LL;
tak, bo L, = a, natomiast L;L, = aaa. {a} nie jest podzbiorem {aaa}.



1.16. Rozwazamy je¢zyki regularne nad alfabetem {a, b, c}, takie Ze liczba ich stow o
dlugos$ci n wynosi doktadnie 2"-1 dla kazdego n > 0. Przykladem takiego jezyka moze
by¢:

[NIE] (A) a*ba*ba* | a*ca*ca* | a*ba*
Wyrazenie to 3 sktadniki sumy teoriomnogosciowej. Rozwazamy stowo o dtugosci
n

2
zajmowac¢ dwie dowolne pozycje w stowie. W przypadku drugiego sktadnika jest

analogicznie do sktadnika pierwszego. W trzecim sktadniku rozwazamy na ilu
miejscach moze si¢ znalez¢ jedna litera b w stowie o dlugosci n, co daje nam n

721)+n=n2

n. Pierwszy sktadnik odpowiada takim stowom, gdyz dwie litery b moga
y

. 14 . o 1 n
mozliwosci. Ostatecznie otrzymujemy: (2) + (

[NIE] (B) a*ca*ca*|a*ba*
Wyrazenie to 2 sktadniki sumy teoriomnogosciowej. Rozwazamy stowo o dlugosci
n. Pierwszy sktadnik odpowiada (721) takim stowom, gdyz dwie litery ¢ moga

zajmowac¢ dwie dowolne pozycje w stowie. W przypadku sktadnika drugiego jedna
litera b moze znalez¢ si¢ na dowolnym miejscu w stowie, co daje nam n» mozliwosci.
n
2

[NIE] (C) a*b*a™|b*a'b"|a*c"
Wyrazenie to 3 sktadniki sumy teoriomnogosciowej. W przypadku pierwszego
cztonu wybierana jest pozycja pierwszego symbolu b (z n-I mozliwych).
Uwzglednione muszg zosta¢ wszystkie warianty potozenia symboli b. Przyktadowo
jesli pierwszy symbol b wystapi na przedostatniej pozycji w stowie to jest to jedyna
mozliwos¢. Jezeli pierwszy symbol b wystapi na trzeciej od konca pozycji to
warianty s dwa (...baa, ...bba). Nalezy zauwazy¢, ze problem sprowadza si¢ do
sumy ciggu arytmetycznego /+2+...+(n-1). W trzecim przypadku liter¢ ¢ mozemy
umiesci¢ na dowolnym z n miejsc. Po potozeniu na danej pozycji literze c,
wszystkie litery na prawo od niej to ¢, natomiast wszystkie litery na lewo od niej to
a. Daje nam to po 1 mozliwos$ci dla kazdej z pozycji, na ktorej potozono literg c.
Sumarycznie dla stowa o dlugosci n otrzymujemy # takich ulozen. Ostatecznie

1+(n—-1) ] (n _ 1) +n= n2

2
Ostatecznie otrzymujemy: ( ) +n= "7 + %

otrzymujemy: 2 -

[NIE] (D) b*a*b*|a*c"
Wyrazenie to 2 sktadniki sumy teoriomnogosciowej. Sktadniki sg takie same jak
drugi 1 trzeci skladnik z podpunktu (C). Liczba mozliwosci to

1+(n-1) _ _n_z n
. (n 1)+n—2+2.




[NIE] (E)  (alb)*c(alb)*
Rozwazamy wszystkie mozliwe utozenia litery ¢ w stowie o dtugosci n. Litera ¢ w
stowie o dlugosci n moze si¢ znalez¢ na dowolnej z n pozycji, co daje nam »
mozliwos$ci. Bedac na danej pozycji na pozostatych z miejsc moze si¢ znalez¢ litera
a lub b co daje 2 mozliwosci na kazdej z pozostatych n-I pozycji, co daje 2™1
mozliwosci.Ostatecznie liczba mozliwych do utworzenia stow, to: n - 271,

[TAK] (F) (a]b)*ca*
Rozwazamy wszystkie mozliwe utozenia litery ¢ w stowie o dtugosci n. Uktadamy
litere ¢ na kazdym z pdl stowa o dtugosci n idac od lewej. Liczba mozliwosci dla
kazdego z utozenia litery ¢, to 2171, gdzie i to pozycja litery ¢ (startujemy od
pozycji 1 a konczymy na pozycji n). Sumujemy wszystkie mozliwosci co prowadzi
nas do ogdlnego wzoru: 1 + 21 +22 +...4 2" 1 =" — 1,

1.17. Dopelnieniem jezyka ba* jest

[NIE] (A) a*b*
Bo takie wyrazenie zawiera tancuch b

[NIE] (B) a'b*
Bo takie wyrazenie nie zawiera tancucha pustego

[NIE] (C) ba*b(alb)*
Jak wyzej, nie zawiera tancucha pustego

[NIE] (D)  b(ab)*
Bo takie wyrazenie zawiera tancuchy, wsrod ktérych beda tancuchy z ba* 1 nie
zawiera pustego

[TAK] (E) b(alba*b)(alb)*|e
To wyrazenie nie wygeneruje zadnego tancucha ktory zawieratlby si¢ w tym z
polecenia, jest tez tancuch pusty

[NIE] (F) (alba*b)(alb)*
Brak tancucha pustego

[NIE] (G) (g]a]ba*b)(a|b)*
Bo to jest (a|b)*



[NIE] (H) jezyk regularny, ale zaden z powyzszych
Gdyz podpunkt (E) jest prawdziwy

[NIE] (I) jezyk nie bedacy jezykiem regularnym
Bo jezyk nie bedacy regularnym nie moze by¢ dopetlnieniem jezyka regularnego

1.18. Jezeli r, s sg wyrazeniami regularnymi, to zachodza nastepujace tozsamosci:

[TAK] (A)  (g[r)* =r*
Bo po lewej stronie dostaniemy 0 lub wigcej r albo tancuch pusty, po prawej stronie
— tez 0 lub wigcej r 1 tez jest mozliwos¢ dostania tancucha pustego.

[TAK](B) re=er=r
Lancuch pusty jest elementem neutralnym konkatenacji

[TAK] (C) r*s|s=r*s
Po lewej dostaniemy elementy zawierajace dowolng (w tym zero) ilo$¢ tancuchow
z r 1 konczace si¢ tancuchem z s, po prawej — to samo

[TAK] (D) (r]s)* = (r*s)*r* = (s*r)*s*
Bo wszedzie dostaniemy tancuchy z r i s, gdzie r 1 s mogg by¢ na r6znych miejscach

(nie mamy jakiego$ wyrazenia gdzie widac, ze r lub s zawsze bedzie na poczatku
lub koncu)

[NIE] (E)  (r|s)* = r*s*|s*r*
Bo po lewej stronie da si¢ dosta¢ rsrs, po prawej - nie

[NIE] (F) r*s|rs* =rs(r*|s¥)
Bo wyrazenie po prawej stronie zawiera tancuchy zaczynajace si¢ zawsze od
tancuchow opisanych przez rs, a po lewej — niekoniecznie, gdyz moga wystgpic
tancuchy zaczynajace si¢ od tancuchdéw opisanych przez kilka kolejnych r

[NIE] (G) @*=0

Bo lewa czg$¢ to €, za$ prawa — zbior pusty

[TAK] (H) (rs|r)*r = r(sr|r)*
Po obu stronach sg tancuchy zaczynajace 1 konczace si¢ na r w ktorych nigdy nie
wystapi dwa s obok siebie.



