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4.1. Niech L c X'*. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) Oznaczmy przez Enlarge(L) = {x € X" |y € X", xy € L}. Jesli L jest
jezykiem regularnym, to takze Enlarge(L) jest jezykiem regularnym.
Jezeli xy € L oraz L jest regularny, to oznacza, Ze istnieje automat skonczony
akceptujacy xy.
Enlarge(L) jest to zbidr wszystkich przedrostkéw wszystkich stow z jezyka L.

To oznacza, ze aby otrzymac¢ automat akceptujacy Enlarge(L) nalezy zmienic¢
wszystkie stany posrednie automatu L na stany akceptujace.

[NIE] (B) Oznaczmy przez Flip(L) = {ww® | w e L}. Je$li L jest jezykiem
regularnym, to takze Flip(L) jest jezykiem regularnym.
Niech L = a*b, wtedy Flip(L) = {a"bba" | n >0} = M.
Przypus¢my, ze M jest jezykiem regularnym 1 niech k bedzie stalg z lematu o
pompowaniu jezykow regularnych.
Rozwazamy stowo w = a*bba* = xuz. Stowo w ma dlugo$¢ rowng 2k+2 > k.

Woéwcezas u moze zawiera¢ od jednej do maksymalnie £ liter a 1 wystepowac
przed b (przypadek (1)) lub u moze zawiera¢ od jednej do maksymalnie
dwoch liter b (przypadek (2)), lub u moze zawiera¢ od jednej do k liter a 1
wystepowac po b (przypadek (3)).

Wybranie u w inny sposob spowoduje, ze przy rozrastaniu #’ symbole zaczng
wystepowac w ztej kolejnosci, np. aabaab...

Rozwazamy tancuch xu’z. W przypadku (1) ciag liter a wystepujacy przed
literami b bedzie zawieral co najmniej k+17 1 co najwyzej 2k liter, podczas gdy
ciag liter a wystepujacy po literach b wcigz ma dlugosé k, a wiec wtedy xu’z
nie nalezy do jezyka. Analogicznie rozwazamy przypadek (3). W przypadku
(2) tancuch xu’z bedzie zawierat od trzech do czterech liter b, a wiec nie bedzie
nalezal do jezyka M.

Zatem xu’z w zadnym mozliwym przypadku nie nalezy do jezyka M, a wiec
jezyk ten nie moze by¢ regularny.

[NIE] (C) Oznaczmy przez PartPart(L) = {xz | |x| = |z| A JyelX”, xyzeL}. Jesli L
jest jezykiem regularnym, to takze PartPart(L) jest jezykiem regularnym.
Niech L = a*#b*, a PartPart(L) n a*b* = {a"b"| n > 0} = M. M nie jest
regularny z lematu o pompowaniu dla jezykow regularnych (dowod



analogiczny jak w (B), byl na wyktadzie). Jezyki regularne sg zamknigte ze
wzgledu na przecigcie, a wiec PartPart(L) rbwniez nie jest regularny.

4.2. Niech L €2* bedzie jezykiem. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) Oznaczamy przez Len(L) = {x | Fy€ L, |x|=|y|}. Jesli L jest jezykiem
regularnym, to takze Len(L) jest jezykiem regularnym.

Jezeli L jest jezykiem regularnym to istnieje DFA akceptujacy dany jezyk. Dla
Len(L) istnieje NFA, ktory akceptuje takie stowo, ze wzgledu na warunek o
takiej samej dtugosci stowa dla obu jezykow, jest w stanie doj$¢ do stanu
akceptujgcego co DFA dla jezyka L 1 zaakceptowac jezyk Len(L). NFA dla
Len(L) powstaje poprzez dopisanie wszystkich symboli z alfabetu 2’ nad kazda
z krawedzi DFA dla L.

[NIE] (B) Oznaczamy przez DropMiddle(L) = {xy | |x|=|y| A Fa€ZX xay€ L}. Jesli
L jest jezykiem regularnym, to takze DropMiddle (L) jest jezykiem regularnym.

Kontrprzyktad:

Niech L=a*# b*

M = DropMiddle(L) na*b* = {a"b" | n =0

Poniewaz M nie jest regularny (byto na wyktadzie) to DropMiddie(L) tez nie
jest regularny, bo jezyki regularne sg zamkniete ze wzgledu na przeciecie.

[NIE] (C) Oznaczamy przez DropMiddlePart(L)={xz | Iy € X*, |x|=|y|=|z|, xyz€ L}.
Jesli L jest jezykiem regularnym, to takze DropMiddlePart(L) jest jezykiem
regularnym.

Kontrprzyktad:

Niech L=a*# b*

M = DropMiddlePart(L) N a*b* = {a"b" | n =0}

Poniewaz M nie jest regularny (byto na wyktadzie) to DropMiddlePart(L) tez
nie jest regularny, bo jezyki regularne sg zamknigte ze wzgledu na przecigcie.

4.3. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) Dany jest jezyk L nad alfabetem 2 = {0}. Oznaczamy
Plus(L) = {a”b" | 0"™ € L}. Jesli jezyk L jest regularny, to takze Plus(L) jest
jezykiem regularnym.



Dla kazdego z jezykow regularnych L nad alfabetem X2 = {0} istnieje
deterministyczny automat skonczony akceptujacy go. Kazdy z automatdéw
akceptujacych jezyk L mozna zmodyfikowac, tak aby akceptowal on jezyk
Plus(L). W tym celu przejscia dla symbolu 0 powinny zosta¢ zastgpione
przejsciami dla symbolu a, nastgpnie nalezy stworzy¢ blizniaczy automat
jednak z przejsciami dla symboli b. Ze standéw automatu dla symboli a nalezy
poprowadzi¢ przejscia przechodzace do tych stanow w automacie dla symboli
b, do ktorych prowadzity przej$cia w automacie dla symboli a, co zapewni, ze
sumaryczna dhugos¢ ciggdéw symboli a 1 b bedzie réwna dtugosci stow jezyka
L 1 ze symbole a beda poprzedzaty symbole b. Np. L = 00(000)* jest jezykiem
regularnym. DFA dla L:

[NIE] (B) Dany jest jezyk L nad alfabetem X = {0}. Oznaczamy
Minus(L) = {a"b" | 0" € L}. Jesh jezyk L jest regularny, to takze Minus(L) jest
jezykiem regularnym.
Niech L = 0*. Wtedy Minus(L) = {a"b" |m,n = 0, m = n}. Stosujac lemat o
rozrastaniu; niech k bedzie stalg z lematu. Rozwazamy stowo w = a*b* = xuz.
Stowo w ma dtugos¢ 2k > k. Cze$¢ u moze zawiera¢ od jednej do & liter a.
Jakkolwiek nie pompowalibySmy stowa w, zawsze xu’z bedzie miato mniej
liter a niz liter b. Wiec Minus(L) nie jest regularny.

[NIE] (C) Dany jest skonczony alfabet 2 z ustalonym porzadkiem catkowitym.
Dla stowa x € 2* oznaczamy przez sort(x) stowo otrzymane przez posortowanie
liter w porzadku rosngcym. Na przyktad jesli a < b < ¢ to

sort(abacbaa) = aaaabbc. Dla jezyka L € 2* oznaczamy

Sort(L) = {sort(x) | x € L}. Jeslijezyk L jest regularny, to takze Sort(L) jest
jezykiem regularnym.



Niech L = (ab)*. Wtedy Sort(L) = {a"b" |n = 0}, a wiemy Ze to nie jest jezyk
regularny z lematu o pompowaniu jezykow regularnych (byto na wyktadzie).

4.4. Czy ponizsze jezyki sa regularne?

[NIE] (A) L, = {1%y | y € {0,1}", y zawiera co najwyzej k jedynek dla k > 1}
Ten przypadek rozpatrujemy podobnie jak podpunkt (C). Przypuszczamy dla
dowodu nie wprost, ze jezyk ten jest regularny 1 niech n bedzie stalg z lematu
o rozrastaniu jezykow regularnych. Rozwazamy stowo w = 1"01" = xyz.
Zgodnie z twierdzeniem lematu o pompowaniu |xy| < n. Stad tez wynika, ze
v bedzie zbudowane z jedynek (co najmniej jednej). Rzecz jasna chodzi tu o
jedynki z pierwszej cze$ci stowa. W sytuacji, gdy napompujemy stowo xy°z,
gdzie y zawiera dowolng liczbg jedynek z zakresu / do n to otrzymane stowo
nie bedzie naleze¢ do jezyka Lz, poniewaz po lewej stronie (wzgledem 0)
bedzie mniej jedynek niz po prawej stronie. Wynika z tego, ze jezyk nie jest
regularny.

[TAK] (B) L, = {1%y | y € {0,1}", y zawiera co najmniej k jedynek dla k > 1}

Tak, poniewaz mozemy dla tego jezyka skonstruowaé wyrazenie regularne:
10°1(1|0)"

[NIE] (C) L; = {1%0y | y € {0,1}", y zawiera co najwyzej k jedynek dla k > 1}

Przypus¢émy dla dowodu nie wprost, ze jezyk ten jest regularny i1 niech »
bedzie stalg z lematu o rozrastaniu jezykow regularnych. Rozwazamy stowo
w = 1"01" = xyz. Zgodnie z twierdzeniem lematu o pompowaniu |xy| < n.
Stad tez wynika, ze y bedzie zbudowane z jedynek (co najmniej jednej). Rzecz
jasna chodzi tu o jedynki z pierwszej czesci stowa. W sytuacji, gdy
napompujemy stowo xy°z, gdzie y zawiera dowolna liczbe jedynek z zakresu
[ do n to otrzymane stowo nie bedzie naleze¢ do jezyka L5, poniewaz po lewe;j
stronie (wzgledem 0) bedzie mniej jedynek niz po prawej stronie. Wynika z
tego, ze jezyk nie jest regularny.

[NIE] (D) L, = {1*0y | y € {0,1}", y zawiera co najmniej k jedynek dla k > 1}

Przypus¢my dla dowodu nie wprost, ze jezyk ten jest regularny i1 niech n
bedzie stalg z lematu o rozrastaniu jezykow regularnych. Rozwazamy stowo
w = 101" = xyz. Zgodnie z twierdzeniem lematu o pompowaniu |xy| <
n. Stad tez wynika, Ze y bedzie miato same jedynki. Rzecz jasna chodzi tu o
jedynki z pierwszej czeSci stowa. Jezeli napompujemy y z pojedynczym
symbolem / liczbg wigksza lub réwna 3 (uzyskamy z napompowanego y 3
lub wiecej symboli 7) dojdzie do sytuacji, ze liczba jedynek po lewej stronie
bedzie wicksza od liczby jedynek po prawej stronie (wzgledem 0). W efekcie



otrzymamy stowo nie nalezace do jezyka. Stad wynika, ze L, nie jest jezykiem
regularnym.

4.5. Czy ponizsze jezyki sg regularne?
(]x|, oznacza liczbe symboli a w stowie x)

[TAK] (A) L; = {w € {a, b, c}" | dla kazdego prefiksu x stowa w
zachodzi | |x|, — |x|q] < 2}

a,b,c

Istnieje deterministyczny automat skonczony, ktory akceptuje jezyk L;, wigc
jezyk L, jest regularny.

[NIE] (B) L, = {w € {a, b, c}" | dla kazdego prefiksu x stowa w
zachodzi | |x|p — |x|q]| =2 V | |x]|c — |x|q]| < 2}

Niech M = L, n c*(ab)*bbb = { ¢'(ab)’bbb | i—2<j<i+2}

Jesli L, bylby jezykiem regularnym to M tez musiatby by¢ regularny, bo jezyki
regularne sg zamknigte ze wzgledu na przecigcie. Zakladamy dla celow
dowodu z wykorzystaniem lematu o rozrastaniu dla jezykow regularnych, ze
M jest regularny. Niech p bedzie stalag z lematu. Rozwazamy stowo
w = cP(ab)Pbbb = xyz gdzie |w|=p, |xy|<p, y#¢.

Mamy tylko jeden przypadek: y zawiera od jednej do p liter c.

W tym wypadku nasze stowo po napompowaniu ma postaé c?*'(ab)?bbb.
Ale cP*'(ab)P?bbb ¢ M dla | > 2, poniewaz nieprawda, ze p+1—2 <p
dla [ > 2. Wynika z tego, ze jezyk M nie jest regularny, wiec jezyk L, rowniez
nie jest regularny.



Dlaczego ponizsze rozwigzanie jest btedne 1 nie mozna przedstawi¢ jezyka L, jako
sumy dwoéch jezykow regularnych?

UWAGA! bledne rozwiazanie:
[TAK] (B) L, = {w € {a, b, c}" | dla kazdego prefiksu x stowa w
zachodzi | [x]|, — |x[o| =2 V [lx|c = [x]|q] < 2}

Jezyk L, mozna przedstawi¢ jako sume teoriomnogosciowg dwoch jezykow,
jednego z warunkiem | |x|, —|x|,] <2 oraz drugiego z warunkiem
| |x], — |x|o| < 2. Kazdy z tych jezykow jest regularny (por. punkt (A)).
Wobec tego, z uwagi na to, ze jezyki regularne sg zamknigte ze wzgledu na
sume teoriomnogosciows, jezyk L, jest tez regularny.

Rozwazmy dwie formuty:
F1: Vx p(x) lub Vx g(x)
F2: Vx [ p(x) lub g(x) ]

Mamy:
F1 => F2 ale w ogolnosci nie zachodzi F2 => F1.

Na tej samej zasadzie mamy jezyk L, zdefiniowany w pkt. 4.5 (B) (odpowiednik
formuty F2) oraz jezyk L, traktowany jako suma dwoch jezykow (odpowiednik
formuty F1).

L, jest sumg dwoch jezykow regularnych, a wiec sam jest regularny.

Natomiast L; jest rozny od jezyka L, (L, jest nadzbiorem jezyka L,). Dowdd z
przecigciem pokazuje, ze L; nie jest regularny.

Wezmy stowo: bbbaaa

L, ={w € {a, b, c}" | V prefiksu x stowa w
zachodzi | |x|, = |x|q] <2 V | Ix]c = |x]q| < 2}

Ly, ={w €{a,b,c}" | V prefiksu x stowa w zachodzi | |x|, — |x|,| < 2}
L., ={w € {a, b, c}" | V prefiksu x stowa w zachodzi | |x|. — |x|,| < 2}

Ly =Ly; U Ly,

Zauwazmy ze bbbaaa €& L,,, gdyz istnieje prefiks bbb, ktory nie spetnia
warunku z L, (ma zbyt duzo liter b); bbbaaa € L,, gdyz istnieje prefiks
bbbaaa, ktéry nie spetnia warunku z L,, (ma zbyt mato liter ¢). Wobec tego cate
stowo bbbaaa € L.

Jednak bbbaaa € L,, gdyz wprawdzie prefiks bbb nie speinia pierwszej
sktadowe;j alternatywy warunku z L, (ma zbyt duzo liter b), ale za to spetnia druga
sktadowa (liczba liter a jest taka sama, jak liczba liter c); prefiks bbbaaa nie
spehia drugiej sktadowej alternatywy warunku z L, (ma zbyt malo liter c), ale za
to spetnia pierwsza sktadowa (liczba liter b jest taka sama, jak liczba liter a).



Whiosek stad taki, ze jezyk L, rdzni si¢ od jezyka L, a z cato$ci rozumowania
wynika, ze jezyk L, jest jezykiem regularnym, za$ jezyk L, nie jest regularny.

4.6. Czy ponizsze jezyki sg regularne: (|x|, oznacza liczbe wystapien symboli a w
tancuchu x)

[TAK] (A) L, ={we{a,b,c}"|dlakazdego prefiksu x stowa w zachodzi

lxlp = Ixlal <2 A lx|c = [x]al < 2}
Podejrzewam, ze ten jezyk jest regularny. Wigc probuje skonstruowaé
automat skonczony. Niech automat ten koduje w stanie réznice miedzy liczba
symboli a oraz b 1 réznicg migdzy liczbg symboli a oraz c. Stan q,, 4
oznacza, ze w aktualnie przeczytanym prefiksie symboli a jest o 2 wigcej od
symboli b oraz, ze symboli a jest o 1 mniej niz symboli c. Jesli ktoras z r6znic
wyniesie 3 lub -3 to automat przechodzi do stanu odrzucajagcego Greject-
Fragment automatu:

Stad, jezyk L, jest regularny.



[INIE](B) L, ={we{a,b,c} ||w|, = |w|, oraz dla kazdego prefiksu x

stowa w zachodzi ||x|. — |x]|.| < 2}

W tym przypadku nie da si¢ narysowac automatu akceptujgcego powyzszy
jezyk.

Niech M = L, n (ac)*b* = {(ac)"b™ | n = 0}. Z lematu o rozrastaniu dla
jezykow formalnych, niech p - stala z lematu. Pompujemy stowo
w = (ac)PbP = xyz, cze$¢ y musi by¢ zawarta w (ac)?, gdyz |xy| < p. Czes¢
vy nie moze zawiera¢ pojedynczej litery a ani pojedynczej litery ¢, bo wtedy
pompowanie naruszy warunek |x. — x,| < 2 . Jezeli pompujemy czg$¢ y,
ktora zawiera a 1 ¢ zeby spelni¢ powyzszy warunek, to zostanie naruszony
drugi z warunkow (|w|, = |w|p). Wiec jezyk M nie jest regularny, stad jezyk
L, tez nie jest regularny, bo jezyki bezkontekstowe sg zamknigte ze wzgledu
na przeciecie.

4.7. Czy nastgpujace jezyki sg regularne?

[NIE] (A) L, = {xxRw | x,w € {a, b}*}

Wezmy jezyk M = Ly N (ab)*(ba)*a = {(ab)*(ba)™a | m = k}
Stosujemy lemat o pompowaniu dla jezykow regularnych:

n — stata z lematu

w = xyz = (ab)*(ba)"a

lxyl <n

Vk>0xykzeM

xy musi leze¢ w cato$ci w cz¢sci (ab)™, zeby spetnia¢ warunek |xy| < n.
Mamy wigc sytuacje:

I+j<n
x = (ab)!
y = (ab)’

z = (ab)* ' (ba)"a

Zgodnie z lematem do jezyka musialoby naleze¢ tez stowo:

xy?z = (ab)'(ab)? (ab)™* '/ (ba)"*a = (ab)™**/ (ba)"a

Z powyzszego wynika, ze M nie jest regularny, wigc L, tez nie jest regularny.

[TAK] (B) L, = {xwx® | x,w € {a, b}*}
Wyrazenie regularne: a(a|b)*a | b(a|b)*b

[NIE] (C) L; ={w € {a,b}* | Ix,y € {a, b}, w = xaay, |x| = |y|}
Stosujemy lemat o pompowaniu dla jezykow regularnych:
n — stala z lematu
w = xyz = b"aab"



lxy| <n

Vk >0 xy*z € Ly

xy musi leze¢ w catosci w czeSci pierwszego b™, zeby spetlnia¢ warunek
|xy| < n. Mamy wigc sytuacje:

i+j$n
x=Db"
y =b’

z=b""""Jaab™
Zgodnie z lematem do jezyka musiatoby naleze¢ tez stowo:
xy?z = b'b/b/ b Jaab™ = b aab™

[TAK] (D) Ly ={w € {a,b}" | 3x,y € {a,b}",w = xy,|y| =3,y = y*}
Wyrazenie regularne: (a|b)*(a(a|b)a | b(a|b)b)




4.8. Czy nastgpujace jezyki sg regularne?

[TAK](A) L; ={a"b"w|w € {a, b} n>0;
Jezeli przyjete zostanie n = 0, to caty jezyk bedzie rowny {a, b}* a wiec jest
to jezyk regularny.

[NIE](B) L;={a"b"w|w €{a b} n>0}

Nie jest to jezyk regularny, a bezkontekstowy. Swiadczy o tym zbidr
prefiksow {a"b" | n > 0}, ktory nie jest mozliwy do wygenerowania za
pomocg gramatyki regularnej. Aby to udowodnic¢, zastosowa¢ mozna lemat o
pompowaniu jezykow regularnych dla stowa w = a*b*, gdzie k jest stalg z
lematu (byto na wyktadzie).

Rozwazamy stowo w = a*b* = xyz, ktorego dlugos$¢ wynosi 2k > k. Wowczas
stowo y moze zawiera¢ od jednego do k& symboli a. Inne przypadki nie moga
by¢ brane pod uwagge ze wzgledu na warunek z lematu: |xy| <k.

W pierwszym przypadku rozwazy¢ mozna tancuch xy’z. Zawiera on od k+1
do 2k symboli a. W takiej sytuacji fancuch ten nie nalezy do jezyka, poniewaz
liczba symboli b pozostaje niezmieniona. A wiec tancuch x)°z nie nalezy do
jezyka w zadnym mozliwym przypadku.

[TAK] (C) L; ={w €2*| Fx €2* xx jest podlancuchem w}
Jezeli przyjete zostanie x = ¢ to wtedy jezyk bedzie miat nastepujaca forme:
L; = {w €X*}. Jest to wiec jezyk regularny.

[TAK] (D) L, = {a"ba"ba’ | p = mn (mod 3), m,n,p >0}




Ze wzgledu na zdolno$¢ automatow skonczonych do liczenia modulo
jestesmy w stanie stworzy¢ DFA, ktory zaakceptuje stowa tego jezyka.
Automat ten znajduje si¢ powyze;.

4.9. Czy nastgpujace jezyki sg regularne?

[TAK] (A) L; = {a'bl | itj jest podzielne przez 3}
Deterministyczny automat skonczony:

0

[TAK] (B) L, = {a'l/
Deterministyczny automat skonczony:

i,j >0, i oraz j maja takg samg reszt¢ z dzielenia przez 3}
b

[TAK] (C) L;={xcy|x, vy € {ab}* |x|,+ |x|p jest podzielne przez 3}, gdzie
|x|, 0znacza liczbe wystgpien symbolu a w stowie x.

Deterministyczny automat skonczony:




