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HWU Wprowadzenie

AGH
e Dowiedzielismy sie, ze symbol jest pojeciem
pierwotnym, niedefiniowanym

e Zdefiniowalismy alfabet jako skonczony i
niepusty zbiér symboli

e Wiemy, ze z symboli alfabetu mozna
budowac tancuchy (stowa, napisy)

e Obecnie bedziemy rozwazac zbiory
lancuchéw, ktére pézniej nazwiemy jezykami
(formalnymi)



M“UJ Sktadanie zbioréw tancuchéw (1)

AGH

Niech U, i U, beda zbiorami tancuchéw nad
alfabetami odpowiednio 2, i 2,. Ztozeniem U,U,
tych zbioréw jest zbior zawierajacy tancuchy postaci
X;X,, gdzie x, € U,, zas x, € U..

UU, ={ x> | X; €Uy, X, €U, }
Ztozenie zbiorow tancuchoéw jest:
e nieprzemienne (na ogot U,U, + U,U; )
e faczne (U,UU; = (U,Ux)U; = U, (U,U3) )

e posiada element neutralny {€} bedacy zbiorem
jednoelementowym, ktérego jedynym elementem
jest tancuch pusty (U{e} ={c}U =U)



I} sktadanie zbioréw tarcuchéw (2)
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Przykiad sktadania zbiorow ftancuchow:

2,=AHa, b}
Z2={a/b/n/r}
U, =1 a, ba}

U, = { rnaba, rab }
U,U, = { arnaba, barnaba, arab, barab }
U,U, = { rnabaa, rnababa, raba, rabba }
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Notacja potegowa

Notacja .potegowa’

Niech U bedzie zbiorem fancuchéw. Wtedy zbiory
bedgace wynikiem kolejnego sktadania zbioru U z
samym sobg oznaczamy w uproszczeniu:

U° = {g}
Ul = U
U2 = UU

U3 =uuuy, ..., itd.
Definiujemy dalej:

u*x=U09cvUt vU? vU? u...

ur=ut vU? vU3 u...



M zbisr stownikowy (1)
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Zbior wszystkich tancuchdéw nad alfabetem

Zbior wszystkich tancuchow nad alfabetem 2
oznaczamy 2*. Zbior wszystkich niepustych
lancuchow nad alfabetem 2 oznaczamy 2+.

Przyktad:
> =40, 1}
>*={¢ 0,1, 00,01, 10, 11, 000, 001, ... }
+=4{0,1, 00,01, 10, 11, 000, 001, ... }




M Zbisr stownikowy (2)
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Formalnie stosujac notacje ,potegowq” i wykorzystujgc definicje
ztozenia zbioréw tancuchow mamy dla alfabetu 5 definicje

rekurencyjna:

50 = {¢}

>l=5={x | x jeststowemnad 2, x| =1}
52 =515

>n=mly =4{x | x jeststowemnad 2, |x| =n}
2*¥=200231 U2 U233 U...
2t=21 0232 U233 u...
Zachodzi:
>t =55%



Mmu Uporzadkowanie zbioru stownikowego (1)
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Niech < bedzie relacjg liniowego porzadku na zbiorze (alfabecie) 2.

Przyktad: 2={a,b,c}. Uporzadkowanie , alfabetyczne”: anb; anc; brc

Zdefiniujemy relacje < okreslong na 2*. Powiemy, ze x = a,a,...a,,
jest wrelacjingz y = b;b,...b, (xnsy, X, ye2*; a,b,e2 dla
1<i<m, 1<j=<n), gdy spetniony jest jeden z dwoch ponizszych
warunkow:

= m<n,

= m=n oraz a;n b; dla pewnego i < m=n oraz a; = b; dla
wszystkich 1 <j <.

Relacja ng jest quasi-porzadkiem, ktory w zbiorze >* definiuje porzadek
<s hazywamy porzgdkiem standardowym. (2*, <;) jest zbiorem
dobrze uporzgdkowanym.

Przyktad: >={a,b}. Porzadek alfabetu: arb. Zbior stownikowy >* w
porzadku standardowym:

2*={g, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab...}
D




MM Uporzadkowanie zbioru stownikowego (2)
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Niech < bedzie relacjq liniowego porzadku na zbiorze (alfabecie)
2.

Zdefiniujemy relacje <, okreslong na >*. Powiemy, ze
X = a,a,...a,, jestwrelacjingz y =b,b,...b, (x=n_y,
x,ye2*; a,bje2 dla 1 <ji=<m, 1<j=<n, k=min(m,n)),
gdy spefniony jest jeden z dwoch ponizszych warunkow:

(1) a;n b, dla pewnego /=< k oraz a; = b; dla wszystkich
1<j<i

(2) m <n oraz a;, = b; dla wszystkich 1 </ < m=k.

Relacja =, jest quasi-porzadkiem, ktory w zbiorze >* definiuje
porzadek <,, ktéry nazywamy porzadkiem
leksykograficznym. (2*, <,) jest zbiorem liniowo
uporzgdkowanym. Nie jest on jednak zbiorem dobrze

uporzadkowanym.
D




MWJ Uporzadkowanie zbioru stownikowego (3)

AGH

Przyktad: >={a,b}. Porzadek alfabetu: arxb. Kilka pierwszych
elementéw zbioru stownikowego 2* w porzgdku
leksykograficznym:

2*={¢, a, aa, aaa, aaaa, aaaaa, ...}

Dlaczego uporzadkowanie leksykograficzne nie jest porzadkiem
dobrym? Wezmy nieskonczony podzbior zbioru 2*: {b, ab,
aab, aaab, aaaab, ...}. Elementy tego podzbioru sq
uporzadkowane malejqco:

b ¢, ab ¢, aab ¢, aaab ¢, aaaab ¢, ...

Oczywiscie podzbiér ten nie ma elementu najmniejszego,
uporzadkowanie leksykograficzne nie jest wiec porzadkiem
dobrym. Porzadek leksykograficzny w nieskonczonym zbiorze
2 * jest bardzo skomplikowany i trudno go sobie wyobrazic.



MM Uporzadkowanie zbioru stownikowego (4)
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Porzgdek leksykograficzny jest jednak powszechnie
wykorzystywany do skonczonych zbiorow tancuchow,
np. do okreslania kolejnosci stow w encyklopediach,
stownikach, leksykonach. Wowczas quasi-porzadek =
jest powszechnie przyjetym uporzadkowaniem liter w
alfabecie pewnego jezyka naturalnego.

Poniewaz dla zbioru stownikowego >Z* mozna okreslic
porzgdek liniowy (np. leksykograficzny) lub porzadek
dobry (np. standardowy), mozna wiec wszystkie
elementy zbioru stownikowego utozyC w cigg i
ponumerowac. Swiadczy to o rownolicznosci zbioru
stownikowego ze zbiorem liczb naturalnych.



ﬂ\mﬂ Definicja jezyka
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Definicja jezyka

Niech 2 bedzie alfabetem, 2* - zbiorem wszystkich fancuchow nad
alfabetem 2.

Dowolny podzbiér L zbioru Z* nazywamy jezykiem L nad
alfabetem 2.

Lo 2%
Przyktady:
L, =0 - jezyk pusty
L, = {e} - jezyk zawierajqcy tylko stowo puste
L, = 2% - jezyk zawierajqcy wszystkie stowa nad alfabetem 2

L; = {¢, 0, 01, 001} - jezyk zawierajacy skonczong liczbe stow
L, = {0, 01, 011, 0111, ...} = {01 | n>0} - jezyk nieskonczony



MUJ Operacje na jezykach (1)
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Niech L, L; i L, beda jezykami odpowiednio nad alfabetami 2, 2, i2..
Lc2* L, < 2% L, ¢ 2%

Najczesciej wykorzystuje sie nastepujgce operacje na jezykach:

Suma teoriomnogosciowa

L1UL2={X|XEL1 VXELz}
Ztozenie jezykdéw

L1L2 ={X1X2 I X1€L1 VAN X2€L2}
Domkniecie Kleene’a (gwiazdka Kleene’a) L*

L0 = {e}

Lt =L

12 = L1L

L = LrIL

L*=0ulLllul2ul3u...



Mm Operacje na jezykach (2)
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Rozpatruje sie takze operacje przeciecia (iloczynu
teoriomnogosciowego), dopetnienia i inne

Przeciecie (iloczyn teoriomnogosciowy)

L.nL, ={x | XxXel; A Xel,}
Dopetnienie jezyka L wzgledem 2*

L=3"—L




ulm J Przedrostki, przyrostki (1)
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Niech z e L £ 2" bedzie stowem z jezyka L.
Przedstawimy z w postaci:
Z = XY X,y e 2°

X nazywamy przedrostkiem (prefiksem) stowa z, zas y
nazywamy przyrostkiem (sufiksem) stowa ~z.

X nazywamy przedrostkiem wtasciwym stowa z <& y =&

y nazywamy przyrostkiem wifasciwym stowa z < x =#E€&.
Przykiad:

Rozwazamy stowo abbb
Przedrostki tego stowa to: €, a, ab, abb, abbb

Przedrostki wiasciwe tego stowa to: g, a, ab, abb
R




Przedrostki, przyrostki (2)

Jezyk L ma wiasnosc przedrostkowa, jesli zaden przedrostek
wilasciwy stowa tego jezyka nie jest identyczny z zadnym
stowem tego jezyka.

Jezyk L ma witasnosc przyrostkowaq, jesli zaden przyrostek
wilasciwy stowa tego jezyka nie jest identyczny z zadnym
stowem tego jezyka.

Przykiad :
L=<{0"1 |n>0} ={1, 01, 001, 0001, ...}

L nie posiada wtasnosci przyrostkowej, gdyz np. stowo 0001 ma
przyrostek wiasciwy 01 bedacy stowem tego jezyka.

L posiada wtasnosc¢ przedrostkowg, gdyz wszystkie przedrostki
wiasciwe stow tego jezyka majq postac {0” | n >0}, i zaden z
nich nie jest identyczny z zadnym stowem tego jezyka.




“m Uporzadkowanie stow nalezgcych do
Jjezyka

e Zbior stownikowy mozna uwazac za zbior liniowo lub

dobrze uporzadkowany, np. poprzez porzadek
leksykograficzny (2*, <,) lub standardowy (2*, <¢).

e W taki sam sposdéb mozna uporzgdkowac stowa dowolnego
jezyka L c2* (okreslajac relacje < na alfabecie 2 oraz
redukujac relacje < lub <, okreslong na 2* do L).
Mowimy wowczas o leksykograficznym lub standardowym
porzadku stow danego jezyka.

e Przyktadem porzadku leksykograficznego <, dla
skonczonych zbioréw (jezykéw) moze byc uporzgdkowanie
stow w encyklopediach, stownikach, leksykonach -
wowczas < jest powszechnie przyjetym uporzadkowaniem
liter w alfabecie pewnego jezyka naturalnego.

M

AGH



M“m Moc zbioru wszystkich jezykow (1)
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Lemat: Zbiér B wszystkich nieskonczonych ciggéw zerojedynkowych jest
nieprzeliczalny.

Zatozmy dla dowodu nie wprost, ze zbiér wszystkich nieskornczonych
tancuchéw zerojedynkowych jest przeliczalny. Mozna wiec te tancuchy
wypisac i ponumerowac, na przyktad tak:

numer | tancuch Skonstruujemy tancuch x rézny od
1 01100010010100 wszystkich wypisanych fancuchow.
Jesli n-ty tancuch ma na n-tej pozycji
2 10001001001110... zero, to x bedzie miat na n-tej pozycji
3 01110101010010 jedynke i na odwrot, jesli n-ty tancuch
ma na n-tej pozycji jedynke, to x
4 11101100111011... bedzie miat na n-tej pozycji zero. U
nas x = 1101...

tancuch x jest rozny co najmniej na jednej pozycji od kazdego z wypisanych
tancuchdw, wobec tego jest rézny od kazdego z wszystkich tancuchow.
DoszliSmy do sprzecznosci. Zbioru wszystkich nieskonczonych tancuchow

zerojedynkowych nie da sie ponumerowac, jest to wiec zbior nieprzeliczalny.
(Jest to metoda diagonalizacji Cantora).



MWJ Moc zbioru wszystkich jezykow (2)
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Twierdzenie: Zbior L = 22" wszystkich jezykéw (wszystkich podzbioréw zbioru
2* - zbioru stownikowego nad danym alfabetem %) jest nieprzeliczalny.

Pokazemy, ze L jest nieprzeliczalny konstruujac bijekcje miedzy B (zbiorem
wszystkich nieskonczonych tancuchow zerojedynkowych) i L dowodzacg,
Ze oba te zbiory sq tej samej mocy. Ponumerujmy stowa z 2* (wiadomo,
ze mozna, np. stosujgc porzadek standardowy): 2* = {s,, S,, S3, ... }.
Kazdy jezyk L € L = 2>* odpowiada unikalnemu ciggowi z B — i-ty bit tego
ciggu jest rowny jeden wtedy i tylko wtedy, gdy s, e L, w przeciwnym
przypadku bit ten jest rowny zero. Taki ciqgg nazywamy ciggiem
charakterystycznym y, jezyka L.

Przyktad: 2 = {a, b}

>*={¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, ... }

L= a, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, e )
w = 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0

Odwzorowanie f: L a B , gdzie f(L)= y, jest bijekcja, zatem, poniewaz B jest
nieprzeliczalny, to L takze jest nieprzeliczalny.




