Posta¢ normalna Greibach

22 wrzessnia 2006

1 Wprowadzenie

Ponizsza tabela przedstawia najczesciej spotykane formy normalne.

Nazwa postaci Forma produkcji
Postaé¢ normalna Greibach (GNF) N — TN*

Staba posta¢ normalna Chomsky’ego N —-TUN*
Postaé¢ normalna Chomsky’ego (CNF) N — TUN?
Rozszerzona posta¢ normalna Chomsky’ego N —-TUNUN?

Kwadratowa posta¢ normalna Greibach (2-GNF) | N — TUTN UTN?
Szescienna postaé¢ normalna Greibach (3-GNF) N —-TUTNUTN?UTN?

Podwdjna postaé¢ normalna Greibach N —-TUTN*T
Kwadratowa podwdjna postaé¢ normalna Greibach | N - TUTNT UTN?T
Posta¢ operatorowa N — (TUN)* — (TUN)*N?(TUN)*

1.1 Postaé¢ normalna Chomsky’ego

Wszystkie metody z wyjatkiem algorytmu Rosenkrantza zakladaja, ze gramatyka juz jest w
postaci normalnej Chomsky’ego lub pewnej odmianie postaci Chomsky’ego.

2 Metoda Paull’a

uporzadkuj nieterminale jako { Ay,..., Ay }.
for i :=1ton do
for j:=1toi—1do
for kazda produkcja postaci 4; — Aja do
usun produkcje A; — Aja z gramatyki
for kazda produkcja postaci A; — 3 do
dodaj A; — Ba do gramatyki
end for
end for
end for
if A; jest bezposrednio lewostronnie rekursywny then
usun produkcje A; — Ajaq |-+ | A
usuf produkcje A; — By | --- | Bs (2adne (B, nie zaczyna si¢ od A;)
dodaj produkcje A; — 31 | BiAL |- | By | B A
dodaj produkcje A, — oy |t AL |- | ap | o Al
end if
end for
for i := n downto 2 do
for j :=n —1 downto 1 do
for kazda produkcja postaci A; — A;a do
usun produkcje A; — A«



for kazda produkcja postaci A; — G do
dodaj produkcje A; — Bra
end for
end for
end for
end for
for i := n downto 1 do
for j :=n downto 1 do
for kazda produkcja postaci A;- — A;a do
usun produkeje A;- — A
for kazda produkcja postaci A; — G do
dodaj produkcje A} — Bra
end for
end for
end for
end for

Algorytm generuje gramatyki w postaci normalnej o rozmiarze wykltadniczym wzgledem orygi-
nalnej gramatyki.

3 Metoda Rosenkrantz’a

Metoda Rosenkrantz’a wykorzystuje szeregi potegowe oraz zwiazki miedzy zbiorami produkcji
a uktadami réwnan.

W metodzie Rosenkrantz’a odchodzi si¢ od tradycyjnych oznaczen na rzecz notacji uzywanej w
algebrze liniowej. Przykladowo produkcje X — aX | bY bedziemy zapisywaé¢ X — aX +bY lub
X = aX 4 bY. Wyjatkowo w metodzie nie musi by¢ przestrzegana konwencja w ktérej niete-
minale oznaczane sa duzymi literami alfabetu tacinskiego. Wygodniejsze czesto jest oznaczanie
nieterminali jak zmiennych, np. x1,x2,....

Rozwiazanie réwnania y = ay + b mozemy uzyskaé¢ sposéb mnemotechniczny. Przeksztalémy
rownanie nastepujaco:

(I—-a)y=>

y = 125b

y=0+a+a®+...)b

Korzystajac z definicji x Kleene’ego otrzymujemy, ze rozwigzaniem réwnania jest y = a*b.

7 drugiej strony nalezy pamietaé, ze powyzsze postepowanie jest mnemotechniczne, uzyskana
w podobny sposéb odpowiedz y = ba* nie jest poprawnym rozwigzaniem.

Poniewaz najczedciej z gramatyka zwiazanych jest wiele réwnan korzysta sie z notacji macierzo-
wej.

Sprowadzanie do postaci normalnej Greibach.

Ogoélnie gramatyke mozemy opisaé¢ przy pomocy réwnania:

Y = AY + B, gdzie Y oraz B sg wektorami kolumnowymi.

Poniewaz rozwazamy tylko gramatyki bezkontekstowe kazdy element wektora Y jest pojedyn-
czym nieterminalem.

Zgodnie z powyzszym wywodem rozwigzaniem ostatniego rownania jest



Y = A*B.

Po dokonaniu transpozycji otrzymujemy réwnanie

X = XG + F, gdzie dla zwiezloéci oznaczono X = Y7 F = BT G = A" oraz jego rozwiazanie
X = FG*.

7 wtasnosci x wynika, ze G* = I + GG* a stad X = F + FGG*.

Oznaczajac H = GG* mozemy zapisac:

X =FH+F.

Kazdy term wektora F' a wiec i réwnania zaczyna sie terminalem. Pozostaje tylko znalezé
rownania definiujace elementy wektora H.

Na podstawie macierzy G mozna skonstruowaé graf zawierajacy n weztéw i krawedzie z wezla i
do wezta j, jesli G; ; # @. Jedli nie istnieje Sciezka z wezla i do wezla j to w macierzy H nalezy
przyja¢ H; ; = @, gdyz H; j oznacza w grafie zbior Sciezek z wezta i do wezla j.

Mnozac lewostronnie zwiazek G* = I + GG* przez G dostajemy takie réwnanie:

H =G+ GH.

Musimy jeszcze sprowadzi¢ ostatnie réwnanie to postaci normalnej Greibach. W tym celu z ma-
cierzy G konstruujemy nowa, réwnowazna macierz K. Jedli pewien term w macierzy G zaczyna
sie nieterminalem, nieterminal ten zastepowany jest definicja z réwnania X = FH + F.

W ten sposéb otrzymujemy réwnanie H = K + KH w ktorym kazdym term zaczyna sie termi-
nalem.

Mamy wiec réwnania definiujace gramatyke w postaci w ktorej kazdy term zaczyna sie termi-
nalem:

X=FH+F

H =G+ GH.

Aby otrzymaé postaé normalng Greibach wystarczy juz tylko z kazdym terminalem a zwigzaé
nowy nieterminal C, oraz produkcje C, — a i zastapi¢ kazde wystapienie terminala a nieter-
minalem C, jesli nie znajduje si¢ on na skrajnie lewej pozycji termu.

Sprowadzanie do podwdjnej postaci normalnej Greibach.

Rozwiazaniem réwnania x = Ax + b jest r6wnanie definiujace x = A*b = b + Ab + ABb, gdzie
B = AA* i moze by¢ zdefiniowane réwnaniem B = A + AA + ABA.

Macierz C otrzymywana jest z A poprzez zastapienie kazdego nieterminala konczacego pewien
term z A jego definicja z réwnania definiujacego. W ten sposéb macierz C' réwnowazna jest
macierzy A i kazdy term w C zaczyna i konczy sie terminalem. Rownanie definiujace ma postac:
B=C+ AC+ ABC.

Przyklad 3.1 Rozwazmy gramatyke:

X1 — Xlan + b
Xo — XobX1 +a

Zauwazmy, ze po dokonaniu transpozycji réwnania moga by¢ zapisane w postaci
X=XG+F

gdzie X i F' sg wektorami wierszowymi, GG jest macierza kwadratowa.
Réwnania sa nastepujace:



(X X% x|

CLXQ
1%}

6]
bX,

]+[b a |

Rozwiazaniem powyzszego rownania jest X = FG*. Zauwazajac , ze G* = I + GG* dostajemy X =
FH + F gdzie H= GG™.

[ X1 Xz ]=[0b

Mamy:

H11 = anHH + CLXQ
H22 = bX1H22 + bX1

Otrzymujemy:
X1 =0bHy;1 +0
Xo=aHs +a

Hyy =aXoHy +aXo
Hiy = bX 1 Hoo 40X,

a]{

Obliczamy macierz H, gdzie H = KH + K

H11 %)

%] H22

}+[b a |

Powyzsze rownania sa w postaci normalnej Greibach. Aby otrzymaé¢ podwdjna posta¢ normalna Gre-
ibach zapiszmy réwnania w postaci X = AX + b. Rozwiazaniem réwnania jest X = A*b = b+ Ab+ ABb,
gdzie B = AA* i moze by¢ zdefiniowane przez B = C' + AC + ABC, gdzie macierz C otrzymujemy
z A przez zastgpienie najbardziej wysunigtych na prawo zmiennych ich odpowiednikami zakonczonymi
terminalami. Otrzymujemy:

X g @ b 1%
X | |9 9 9 a
H | | 9 a aXe @
Hyo b o @ bX;
[ o @ b
c_ |2 @ %)
| @ a aa+aaBsb+ aaBasa
L b < %)
[ o o b
B— g g (%]
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L b o (%)
[ @ b g ] [ @
g g %] a g g
g a aXe O | o a
b o o VX1 | | b O
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L b o %) le ] L B41

X4 b
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b
[%)
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bBs4b

ba + bB33Cl

b + baa + baaB41b + baaB42a + nglb + nggaa + nggCLCLB41b + nggaaB42a

ngQ(l + ng4bb + ng4bbB31b + bB34bbB32a

ab + (lB44b

aB43a

aB41b + aBysaa + aBysaaBg b + aBysaaBysa

a + abb + abnglb + abngza + aB42a + aB44bb + aB44bbB31b + CLB44bngQCL

aB24b + aX2B34b

a+ aXsa + aBasa + aX2Bs3a

aa + aaBy1b + aaBya + aXsaa + aXsaaBy1b + aXsaaBysa +

aBs1b 4+ aX3B31b + aBogaa + aBogaaBy1b + aBosaaBysa + aXoBssaa + aXsBszaaBy1b + aXoBssaaBysa
aa +

CLBQQ(I + aXngga -+ CLBQ4bb -+ CLBQ4bbB31b + CLBQ4bbB32(Z -+ CLXQBg4bb + CLXQBg4bnglb —+ anBg4bbB32a
b+ bX1b+ bB14b+ bX1Bysb

bBl3(l + leB43a

bb +

bB11b + bX1B41b + bBisaa + bBisaaBy1b + bBisaaBysa + bX1 Baysaa + bX1 ByzaaBs1b + b X1 BysaaBysa
bb + bnglb + bngQCL + lebb + lebnglb + lebngga +

bBlg(l + leB42a + bB14bb + bBl4bbB31b + bB14bbB;32a + leB44bb + leB44bnglb + leB44bbB32(L




Ostatecznie, uwzgledniajac, ze symbole Hi1, Hoo sa nieosiagalne, otrzymujemy gramatyke:

X1 —b + bB31b + bB32a
Xo — a+ aBsy1b+ aBysa
By — bBssb
Bis — ba + bBs3a
Blg — b + baa + baaB41b —+ baaB42a —+ nglb + nggaa + nggCLCLB41b -+ nggaaB42a
Bl4 — ngQG + ng4bb + ng4bnglb + bB34bng,2a
Bs1 — ab + aBysb
Bas — aBysa
Baos — aBy1b + aBysaa + aBysaaBy1b + aBysaaBysa
BQ4 — a+ abb + abnglb + abngza + (ZB42(1 + aB44bb + CLB44bbB31b + aB44bngga
Bgl — aBg4b + aX2B34b
Bss — a + aXsa + aBssa + aXsBsza
B3z — aa + aaB41b + aaBysa + aXsaa + aXsaaBy1b + aXsaaBysa +
aBo1b+aX9Bsi1b+aBosaa+aBosaaByb+aBosaaBysa+aXs Bssaa+aXs BssaaBy b+aXeBssaaBysa
B3y — aa+
a322a+aX2B32a+aB24bb+aBg4bng,1 b+aBg4bng,2a+aX2Bg4bb+aX2B34bnglb+aX2B34bngga
B41 —b + leb + bBl4b + leB44b
Bys — bBi3a + bX1Bysa
B43 — bb+
bB11b+bX1 B41b+bBisaa+bBizaaBs1b+bBi3aaBysa+bX1 Bysaa+bX1 BysaaBy b+bX, BysaaBysa
By — bb + bbBayb + bbBaga + bX1bb + bX,bbBsyb + bX1bbBssa +
bBua+bX1B42a—|—bBl4bb—|—bBl4bngl b+ bBl4bbB;32a+bX1 B44bb+bX1B44bbB;31 b+bX1B44bbB;32a

Przyktad 3.2 Rozwazmy gramatyke:
S—SA+Db

A— BA+a

B — SA+ AB

Mamy nastepujace réwnania:

A o A

[S A B|=[S A B]|@ @ B|+[b a @]
g A o
Hll H12 H13

[S A Bl=[ba @]| @ Hypy Hy |+[b a @]
@  Hzy Hss

Obliczamy macierz H, gdzie H = KH + K

bH12+aH22+a %) bH12+aH22+a
K = %] %) bH13+aH23
%] bH15 +aHs +a %]

Mamy:

Hyy = bHioHy1 + aHooHyy +aHyy +bHio +aHe +a

Hyy = bH1oH12 + aHooHyo + aHyo + bH1oH3o + aHoo H3o + aHso
Hyy = bH13H3o + aHa3 H3o

H3o = bHy2Hoo + aHyoHoo + aHay + bHio +aHyy +a



His = bH12H13 + aHyoHy3 4+ aHy3 + bHi1oHss + aHooH3z + aHszz +bHia +aHa +a
Hj3 = bHy3H33 + aHy3H3zz + bHy3 + aHos
Hs3 = bH1oHo3 + aHooHoz + aHos

Otrzymujemy:

S=bHi1+0

A = bH12 +CLH22 +a

B = bH13 + (LH23

Hyy = bHioHy + aHyoHyy +aHyy +bHiz +aHa +a

Hyp = bHioHyo + aHyoHio + aHyo + bHioHso + aHooHso + aHso

Hyp = bH13H32 + aHa3 H3o

Hszp = bHyoHoo + aHooHoy + aHop + bHyo + aHao +a

Hy3 = bH1oH13 + aHooHy3 + aHy3 + bHioH3z + aHaoH3z + aHsz + bHyo + aHao +a
Ho3 = bHy3H33 + aHo3Hzz + bHi3 + aHos

Hss = bH19Ho3 + aHyoHos + aHas

Po usunieciu symboli nieosiagalnych otrzymujemy:

S =0bHyi;+0

Hyy = bHi2Hy1 + aHooHyy + aHyy +bHio +aHa +a

Hyp = bHioHyo + aHyoHyo + aHyo + bHioHso + aHoo Hso + aHso

Hyp = bH13H32 + aHa3 H3o

Hszp = bH1oHoo + aHooHog + aHop + bHyo + aHao +a

Hy3 = bH1oH13 + aHooHy3 + aHy3 + bHioH3z + aHaoH3z + aHsz + bHyo + aHao +a
Ho3 = bHy3H33 + aHysHzz + bHi3 + aHos

Hss = bH19Hos + aHyoHos + aHag

Przykltad 3.3 Rozwazmy gramatyke:
S — AB+ BS
A— BA+a

Mamy nastepujace rownania:

g g o
[S A B]=[S AB]||B @ S|+[@ a b]
S A o
%) %) %)
[SAB}:[QOJZ)] H21 H22 Hgg —i—[@ab]
Hs; Hsy Hss
Obliczamy macierz H, gdzie H = KH + K
%) %) %)
K= aHs3 +bHss +b %) aHy + bHg
aHs + bH3y aHyo +bH3s +a %)

Mamy:



Hyy = aHo H3y + bH3  H3y + aHaz + bH3zz + b
Hs3y = aHyoHoy + bH3oHoy + aHoy + bH3
Hjy = aHoy H3p + bH31 H3o

Hs3o = aHooHoo + bH32Hog + aHoo + bH3o + a
Hjs3 = aHs1 Hss + bH3 Hss + aHoy + bHzsy
Hss = aHyoHos + bH3oHos + aHos

Otrzymujemy:

S = CLH21 + bH31

A=aHs +bHs +a

B = U,Hgg + bH33 + b

Hyy = aHo H3y + bH31H31 + aHosz + bH3z + b
Hszy = aHaoHoy + bH3oHoy + aHoy + bH3
Hyy = aHoy H3o + bH31 H3o

H3zy = aHaoHop + bH3oHoo + aHay + bH3ze +a
Hss = aHoyy Hss + bH31 Hss + aHay + bH3y
Hs33 = aHoyo Hos + bH3oHoz + aHos

Po usunieciu symboli nieosiggalnych otrzymujemy:

S = aH21 + bH31

Hyy = aHo H3y + bH31 H3y + aHaz + bH3zz + b
Hs3y = aHayoHoy + bH3oHoy + aHoy + bH3y
Hjy = aHoy H3p + bH31 H3o

H3y = aHaoHop + bH3oHos + aHay + bH3z +a
Hoy3 = aHo Hss + bHg Hss + aHoy + bHs
Hs3 = aHyo Hos + bH3oHoz + aHos

4 Metoda Autebert’a-Berstel’a-Boasson’a

Metoda ta jest takze stosunkowo skomplikowana. W metodzie zakladamy, ze gramatyka jest juz w stabej
postaci normalnej Chomsky’ego. Dla kazdego nieterminala X zdefiniujmy:

La,X)=a'L(X)={me N*| X %a—mwm a € N*}

R(X,a)=R(X)a ' ={meN*| X = a—ma, a € N*}
m

Oznaczmy tez:

L={L(a,X)|aceT, XN}
R={R(a,X)|a€eT, X eN}

Zbiory L(a, X), R(X,a) sa nieskonczone, jednakze zbiory £, R sa juz skonczone. W zwiazku z tym takze
H t.j. domkniecie £|J R wzgledem lewostronnego oraz prawostronnego ilorazu przez symbole terminalne
jest zbiorem skonczonym.

Konstrukcja gramatyki w postaci normalnej Greibach.
1. Kazda produkcja terminalna oryginalnej gramatyki jest produkcja nowej gramatyki w postaci
normalnej Greibach.
2. Dla kazdej zmiennej X € N oryginalnej gramatyki dodaj (skoficzony) zbiér produkeji X — al,
gdziea €T, L=L(a,X)€EH
3. Da kazdej nowej zmiennej L € H dodaj (skoficzony) zbiér produkeji L — XL/, gdzie X €
N, X 'L € H. Jedli € € L dodaj produkcje L — e.



4. W kazdej nowej produkcji dodanej powyzej nieterminal rozpoczynajacy prawa strone produkcji
zastap prawymi stronami wygenerowanymi w punkcie 2.

Konstrukcja gramatyki w szesciennej podwdjnej postaci normalnej Greibach.
1. Kazdy jezyk L € H zapisz jako sume skladnikéw L'X, dla kazdego X € V, gdzie L' = LX 1.
Dodaj do sumy X jeli e € L.
Zastap X suma skladnikéw Ra, gdzie R jest zmienna zwiazana z jezykiem R(X,a). W sumie
uzwglednij a jesli € € R(X, a).
2. Zastap w gramatyce w postaci normalnej Greibach kazdy skrajnie prawy nieterminal wyrazeniem
otrzymanym w punkcie 1.

Konstrukcja gramatyki w kwadratowej podwdjnej postaci normalnej Greibach.

Do rodziny zbioréw H dodaj zmienne Y € W reprezentujace L - L' € HH, gdzie L opisywany jest le-
wostronnym ilorazem, za$ L’ prawostronnym ilorazem. Kazdy iloczyn 4 kolejnych nieterminali zastap
iloczynem 2 elementéw z W. Kazdy iloczyn 3 kolejnych nieterminali zastap iloczynem elementu z W i
elementu z H.

Przyklad 4.1 Ponownie rozwazmy gramatyke:

X1 — XqjaXs+0
Xg — X2bX1 +a

Na poczatku przeksztalcamy gramatyke do stabej postaci normalnej Chomsky’ego.
Xy = X4AXo +0b
Xg — XQBXl +a

A—a

B—b

Rozpatrzmy rodziny £ i R.

L(G,Xl)zg R(Xl,a) ( AX2 ) X =
L(b,X1)=(AXy)* =Ly  R(Xy,b)=(X1AX,B)* = Lg
L(a,XQ) = (BXl)* = L1 R(Xg,a) (XQBXl )* L4
L(b,X,)=2 R(X5,b)=(X2BX,A)*X,B = Ls
L(a,A)={e} = E R(A,q)={e} = E

L(b,A)=2 R(Ab)=2

L(a,B)=2 R(B,a)=9

L(b,B)={e} = E R(B.b)={¢} =

Obliczmy domkniecie £|JR wzgledem lewostronnego oraz prawostronnego ilorazu.



AilL(): XQ(AXQ)* =Lg
B_1L1: Xl(BXl)* =Lg
X 'Ly=  A(X9BX, A =Ly

X 'Ls= AXy,B(X1AX2B)* =Ly
X;'Ly= BX,A(XoBX1A)* =Ly,

X,;'Ls= B(X1AX2B)* =L
X, L= (AX5)* =1L,
AL, = (X2 A)* =Ls
X;{'Lg= (BX,)* =1
B_1L9: (XlB)* =Lqg
A_1L10: (XQBXlA)* =1L,
X;'hi= (AXoBX,)* =L

A_1L12: XQB(XlAXQB)* =1L;
X 'Lis= (AXyBX )*AXy =Lo
BilL14: XlA(XQBXlA)* =1Ly
X;'Lis= (BX1AX,)*BX, = Loy

BilLlﬁz (XlAXQB)* =13
X;'Liz=  (BX1AXo)*  =Lag
X, g = A(X,A)* =L,
X Lo = B(X1B)* =1L
A71L20 =X,BX; (AXQBXl)* =I5
A_ngl = Xg(BXlAXQ)* =Ly
B_1L22: Xl(AXQBXl)* =L

Bingg &S XlAXQ(BXlAXQ)* =Lq3

LoX;!'= (AX2)*A =L,
LiX;!'= (BX,)*B =1L,
LQAil = (XlAXQB)*Xl =L

LgB_l = (XlAXgB)*XlAXQ =Lq3
LA~ = (XoBX1 A)* XoBX) = Lus

L5B71 = (XQBXlA)*XQ =Ly
LeX;'= (XA =Lis
L7A_1 = (AXQ)* =L
LgX;'= (X1B)* = L9
LgB_l = (BXl)* =1
LloA_l = (AXQBXl)* = Lo
LuX;t= (X1AXeB)  =1L3
ngB_l = (BXlAXQ)* =L
LisX,'= (X1AXoB)* XA =1L,
L14A71 = (AXQBXl)* =Loo
LisX{'= (XoBX,A)*XoB =1Ls
L16B71 = (BXlAX2)* :L23
Liz X5 = (XoBX,A)* =1Ly
ngAil = (XQA)*XQ =Lg
ngB_l = (XlB)*Xl =Lg
LooX; ' = (AX2BX,)*AXyB = Ly
Ly X, =  (AXyBX))*A =Ly
LyoX;'= (BX1AX2)*B =Ly

Lys X, ' = (BX,AX5)*BX A =Ly

Réwnowazna gramatyka wyglada nastepujaco:
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X1 —>bL0
X2 —>aL1
A—aFE
B—bE
EF—e
Lo— ALg + €
L1 — BL8 + €
Ly — X149
Lg — X1L12 + €
Ly— XoLiy+ €
Ly — XoLie
L¢ — XaLo
L7 —>AL18
Ls— X114
L9 —>BL19
L10 HAL4
L11— XL
L12 —>AL5
L1z — X1La
L14 —>BL2
Lis— XoLoo
Lig— BLs
Li7— XoLo3
ng — X2L7 + €
L19 — X1L9 + €
Log— ALq5 + €
Loy — ALqy
Loz — BL1y
L23 — BL13 +e€

Zastepujac X1, Xo, A1 B otrzymujemy:

X1 — Loa+ L3b
Xo— Lya+ Lsb
A— FEa
B—FEb
E—e
LQ — L7X2 +e€
L1 — L9X1 + €
LQ HLllA
L3 — ngB +e€
Li— LisA+e¢
Ls— Li7B
L — L1g X2
L7—>LOA
Lg— L1 X1
Lg —>L1B
Lig— LypA
L1 — L3 Xy
Lip— Ly B
Lz — Lo Xy
Liy— LA
Lis — Ls X,y
Lig— LosB
L7 — Ly X5
ng — L6A + €
L19 — LgB + €
Lyg— L12X| +¢
Ly1 — L1p X2
Loy — L1 Xy
Loz — L14Xo +¢
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X1 — bLO
X2 — aL1
A—aFE
B—bWE
E—e
Ly—aFELg+ ¢
Ly —bELg +e¢
Ly —bLoLyg
Lg — bLOL12 + €
Ly—aliLiy+e€
L5 —aLyLyg
L6 — aL1L0
L7 — aEL18
Lg—bLoLy
L9 — bEng
L10 — (IEL4
Ly1 —bLoLso
L12 — aEL5
Ly3—bLoLay
L14 — bEL2
Lys —alyLag
L16 — bELg
Ly7 —aLyLos
ng — aL1L7 +€
L19 — bLoLg +e€
Log—aFELis+ ¢
L21 — CLEL17
L22 — bEL11
Loz —bELi3+ €

X1 — Loa+ Lsb
Xo— Lya+ Lsb
A— Fa
B—Eb
E—e
LO — L7L4CL + L7L5b +e€
Li— LoLoa+ LgL3b+ ¢
L2 — LllEa
L3 — L13Eb +e
Ly— LisFa+c¢
Ly — Ly7Eb
LG — L18L4CL + L18L5b
L7 — L()Ea
Lg— LigLoa + L1gL3b
Lg — LlEb
Lig— Ly Ea
L11 — L3L2a + L3L3b
Lig— Loy Eb
L13 — L2L4a + L2L5b
Liy— Loy FEa
L15 — LsLoa + LsLsb
Ly — LosEb
L17 — L4L4CL + L4L5b
L18 — L@Ea +e€
ng — LgEb +e€
Lop— LiaLoa + LioLsb+ €
Loy — LipLaa + L1gLsb
LQQ — L16L2a + L16L3b
Loz — LigLya + L14Lsb + €

Po usunieciu e-produkceji mamy:
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X1 —bLy+0 Xi1—Lsa+ L3b+b

Xo—ali+a Xo—Lsa+ Lsb+a
A—a A—a
B—b B—b
Lo —alLg Lo— L7Lsa+ Lya+ L7Lsb
L1 — bLg L1 — LgLQCL =+ L9L3b + Lgb
Ly —bLoLig + bLyg Ly— Lya
L3 d bLOL12 =+ bL12 L3 — L13b
Ly—al1L1y+alyy Ly— L15a
Ls—aliLig + alqg Ls— Lqi7b
L¢—aliLo+ali+alo+a Le¢ — LigLsa + Liga + Lya + a + LigLsb + Lsb
Ly —alig+a L7 — Loa+a
Lg — bLOL1 + bLQ =+ bL1 + b Lg — L19L2a + Lga =+ L19L3b + ngb + L3b + b
L9—>bL19+b L9—>L1b+b
L10 — G,L4 +a Ll() — LQ()CL +a
L1 —bLoLog +bLo +bLoyy + b L1 — LsLoa+ Loa + LaLsb+ Lab+b
Lio—alLs Lis— Lob
L13 — bLOL21 =+ bL21 L13 i L2L4a =+ L2a + L2L5b
Ly —0bLo L1y — Losa
L15 — aL1L22 =+ aL22 L15 — L5L2(l + L5L3b + L5b
Lig—0bL3+b Lig— Lagb +b
Liz—aliLag+ aly +alos+a Li7— LyLya+ Lya+ a+ LaLsb+ Lsb
ng — aL1L7 =+ CLL7 ng — LGG,
Lig—bLoLg + bLg L9 — Lgb
Loy —alss Loy — LiaLoa + Ly1aL3b + L12b
Loy —alqy Loy — LigLya + Liga + L1gLsb
Loy —bL11 Loy — LigLoa + LigLsb + Ligb
Lag — bLy3 Los — L1yLya + Liga + L14Lsb

Zastepujemy najbardziej wysuniete na prawo zmienne w lewej gramatyce produkcjami prawej gramatyki,
i usuwamy bezuzyteczne produkcje dla A i B:
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X1 —bLyLya+ bLya + bL7Lsb+ b
Xo —aLgloa + aLgLsb+ algb+ a
LO — aL18L4a + aLlsa + aL4a +a+ CLL18L5b + aL5b
L1 — bngLQ(l + bLQCL + bngLgb + bngb + bLgb + bb
L2 — bL()LQo(l + bLoCL + bLQoa + ba
L3 —bLoLo1b+ bLotb
Ly —aliLosa + alssa
L5 — aL1L23b + ale + angb + ab
L6 — aL1L7L4a + aL1L7a + aL1L7L5b + aLnga + aLngb + G,Lgb + aL7L4a + aL7a + aL7L5b +a
L7 —alga+ a
Lg —bLogLgLsa + bLoLgL3sb+ bLoLgb+ bL7Lsa + bLya + bL7Lsb + bLgLoa + bLgLsb+ bLgb + b
Lg—bLgb+b
L10 — aL15a +a
Lll — bLOL12L2a + bLongLgb -+ bLQLgb + bL7L4a —+ bL7CL —+ bL7L5b + bLlQLQCL + bL12L3b + bLgb + b
L1y —aly7b
L13 — bL0L10L4a + bLoLloa + bLOL10L5b + bL10L4a + bLloa + bL10L5b
Ligs—bL1a
Lis —alqiLigLloa+ al1LigLsb+ aliL16b + aligLoa + aligL3b+ aLigb
L16 — bngb + b
L17 — aL1L14L4a + aL1L14a + aL1L14L5b + CLLgLQ(l + aLngb + G,Lgb + aL14L4a + aL14a + G,L14L5b +a
Lis —aliLga + alia+ aLga + aa
L19 — bLole + bLob + bL]b + bb
Log—alsLoa + alisLsb+ alsb
Loy —alyLlsa + alga + aa + aLsLsb + aLsb
LQQ — bLgLQCL + bLQ(l -+ bLngb -+ bLgb -+ bb
L23 — bL2L4a + bLQG + bL2L5b

Przyklad 4.2 - poprawka artykulu [2]
Rozwazamy gramatyke bedaca w stabej postaci normalnej Chomsky’ego:

S — SXSS+0b
X —a

Rozpatrzmy rodziny £ i R.

L(a,S) = L(b,S) = (XS9)* = Lo
L(a,X) = {e} = Lb,X)=o
R(a,S) = R(b,S) = (SXS)
R(a, X)—{e}— Rb,X)=2

L={2,Ly, E} R={2,L,E}
Obliczmy domkniecie £|JR wzgledem lewostronnego oraz prawostronnego ilorazu.

X 1Log=8S(XSS)* = LoS™! =(XS8S)*XS=1L3
S1L, = XS(SXS)* = L15-! = (SXS)*SX = L,
S_lLQ = S(XSS)* :L5 LQS_I = (SSX)*S =L
X_1L3= S(SXS)* =Lg L3S_1 = (XSS)*X =Ly

S_1L4= X(SSX)* =Ly L4X_1: (SXS)*S =1L
SULs— (XSS)* =L, L3S = (SXS)* =1L,
S Lg= (SXS)* =L, LgS ‘= (SSX)* =Ls
X_1L7: (SSX)* =L L7X_1: (XSS)* =1L

S1Lg =SX(SSX)* =Ly  LgX '=(SSX)*SS =L,
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Roéwnowazne gramatyki wygladaja nastepujaco:

S —bLy+ bE S—Lib+ Eb
X —aFE X —Ea

L0—>XL2+€ L0—>L35+6
Li—SLs+e¢€ Li1—L4sS+¢€

L2—>SL5 L2—>L65

Lz — XLg Ly— L7S
L4*>SL7 L4*>L5X
L5—>SLO L5—>L15
L6—>SL1 L@HLSS
L;— XLg Ly — Lo X
L8—>SL4—|-€ L8—>L2X+€
E—e E—e

Zastepujac X przez aF i S przez bLy + bE w lewej gramatyce oraz X przez FEa i S przez L1b+ Eb w
prawej gramatyce otrzymujemy:

S —bLy+ bE S—Lib+ Eb

X —aF X — Fa
L0—>CLEL2 +e€ LQ—>L3L1b—|—L3Eb+€
L1 — bLoLg + bELg + € Ll — L4le + L4Eb + €
LQ — bLOL5 + bEL5 LQ — L6L1b + LGEb
L3 — aELG L3 — L7L1b + L7Eb
L4—>bLOL7 +bEL7 L4—>L5ECL
L5 — bLoLO + bELO L5 — L1L1b + LlEb
L6 — bLOL1 + bEL1 LG — Lsle + LgEb
L7—>(ZEL8 L7—>L0Ea
Lg—)bLOL4+bEL4+€ L8—>L2Ea+€

EF—e E—e

Po usunieciu e-produkcji mamy:

S—bLo+0b
X—a
LO — (ILQ
L1 — bLOL3 + bLg
L2 — bLOL5 + bL5
L3 — aLG
L4 — bLOL7 + bL7
Ls —bLoLo + bLo + b

Lg—bLoLy + bLo +bLy +b

L;—alg+a
LS — bLOL4 + bL4

S—Lib+b

X —a
Lo — L3L1b + Lgb
Li— L4l b+ Lyb
Lo — LgL1b+ Lgb
Ly — LyLyb+ Lob
L4—>L5a
L5 HLlle + le + b
LG —>L8L1b + Lgb + le + b
L7 — Loa+a
L8—>L2a

Otrzymujemy gramatyke w sze$ciennej podwdéjnej postaci normalnej Greibach.
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S —bL3L1b+bLsb+b
X—a
LO — aLﬁle + aLGb
Ly —bLoL7L1b+bLoL7b+bL7L1b+ bL7b
Ly —bLoL1L1b+bLoL1b+ bLob+bL1L1b+ bL1b+ bb
Ls—alglib+ algb+ alLib+ ab
L4 — bLoLoa + bLoCL + ba
L5 — bLoLngb + bLoLgb + bLngb + bL3b + b
Le —bLoL4L1b+bLoLsb+bL3L1b+bL3b+ bLsL1b+ bLsb+b
L; —alsa+a
LS — bLOL5(L + bL5a

Wprowadzamy nowe nieterminale oraz produkcje celem sprowadzenia gramatyki do kwadratowej po-
dwdjnej postaci normalnej Greibach.

X—a
LO — aLGle + GLGb
Ll — b<LQL7>L1b + bLOL7b + bL7L1b + bL7b
Lg — b<LOL1>L1b + bLole + bLob + bLlle + ble + bb
L3 — aLngb —|— aLgb + ale —|— ab
L4 — bLoLoa + bLoa + ba
L5 —b(LoL3)L1b+ bLoLsb+ bL3L1b+ bL3b+b
Lg— b<LOL4>L1b 4+ bLoLb+ bL3L1b+ bL3b+ bLaL1b+bLsb+ b
L7 —alsa+a
LS — bL0L5a + bL5a
<LOL1> — aLg <L4L1>b + aL2L4b
<L0L3> — a<L2L7>L1b + aL2L7b
<LOL4> — aL2L5a
<LOL7> — aLgLoa + CLLQG
<L2L7> — b<L0L5>L0a +bLoLsa + bLsLoa + bLsa
<LOL5> <L2L1>L1b + aLngb + G,Lgb
<L2L1> <LOL5><L4L1>b + b<LOL5>L4b + bL5<L4L1>b + bL5L4b
<L4L1> <LOL7><L4L1>b + b<LOL7>L4b + bL7<L4L1>b + bL7L4b

—a
—b
—b

5 Metoda Bluma-Kocha

W metodzie Bluma-Kocha zaklada sie, ze symbol poczatkowy gramatyki nie wystepuje po prawej stronie
zadnej produkcji. Warunek ten tatwo spelnié¢ w dowolnej gramatyce wprowadzajac w razie potrzeby nowy
symbol poczatkowy gramatyki oraz produkcje S’ — S, gdzie S jest poprzednim symbolem poczgtkowym
gramatyki. Warunek ten bedziemy nazywa¢ warunkiem Bluma-Kocha.

Wynikiem dzialania algorytmu jest gramatyka w tzw. postaci normalnej z nagléwkami terminalnymi
(ang. normal form with terminal heads). Podobnie jak to czyniliSmy przy okazji metody Rosenkrantz’a,
gramatyke taka mozna prosto sprowadzi¢ do postaci normalnej Greibach wprowadzajac nowe zmienne
pomocnicze C, dla kazdego terminala a € T oraz produkcje postaci C, — a i zamieniajac kazdy nie
skrajnie lewy terminal a wystepujacy w prawych stronach produkcji przez nieterminal C|,.

Algorytm powoduje zwigkszenie rozmiaru gramatyki rzedu O(|G|?), gdy gramatyka nie zawiera produkcji
laficuchowych oraz rzedu O(|G|*), gdy gramatyka zawiera produkcje tanicuchowe.

5.1 Sprowadzanie gramatyki do postaci normalnej Greibach

Algorytm.
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1. Dla kazdego nieterminala B € N — {S} utwérz gramatyke Gg = (Ng, N U T, Pg,Sp) gdzie
NB:{AB‘AEN}UN.
Zauwazmy, ze w gramatyce Gp zbiorem terminali jest zbior terminali i nieterminali gramatyki G.
Niech N(A) oznacza zbiér nieterminali otrzymanych z A przy uzyciu produkcji taficuchowych. t.j.
N(A)={C e N | A=*C}. Produkcje Pg do gramatyki Gp dodawane sa nastepujaco:

Dodawane produkcje | Warunek

Sp — avy C—ayeP, CeN(B),acT, vy (NUT)*

Sg — ayCp C—ayePaceT, ve(NUT)*

Cp — aDp D—-CacP, DeN—-{S},CeN,ac(NUT)*
Cg—a D—CaeP,DeN(B),CeN,ae(NUT)"

Dodaj Pg do P.
2. Dla dowolnych symboli nieterminalnych B, E € N — {S}
- kazda produkcje A — Ba zastap przez A — Spa
- kazda produkcje Ap — Ba zastap przez Ap — Spa
3. Dla dowolnych symboli nieterminalnych B, F € N — {S}
- kazda produkcje A — Spa zastap przez { A — aya | Sp — ay € Pg }
- kazda produkcje A — Spa zastap przez { Ap — aya | Sp — ay € Pp '}
4. Dla kazdego nieterminala B € N — {S} usun {Sg — « | Sgp — «a € Pg} ze zbioru produkcji P.
5. Jezeli w gramatyce istnieja produkcje tancuchowe postaci Dg — Cg to nalezy je wyeliminowaé w
standardowy sposob.

Przyklad 5.1 Rozwazmy gramatyke

X — XaY | b
Y 5 YbX |a

Whprowadzajac nowy symbol poczatkowy S tworzymy gramatyke rozszerzona G = ({9, X,Y'},{a, b}, P, S),
gdzie P:

S—X
X — XaY | b
Y -YbX |a

Zgodnie z punktem 1. algorytmu tworzymy nowe gramatyki:

Gramatyka GX = <{Sx,Xx,Yx},{a, b, S,X,Y},Px,SX>Z
Sx—>b|be|aYX

XX —aY | CI,YXX

Yx — bXYx

Gramatyka Gy = <{Sy, Xy, Yy}, {a, b, S, X, Y}, Py, Sy>:
Sy—>a|aYy|be

Xy — aYXy

YY — bX | bXYy

Cho¢ nie jest to zaznaczone w algorytmie warto w tej fazie pozbyé sie symboli nieuzytecznych (tj.
nieterminali Yx, Xy ). Po ich usunigciu otrzymujemy:

Gramatyka Gx:
Sx —b|bXx
Xx —aY | aY Xx

Gramatyka Gy:

Sy — Q | aYy
YY — bX | bXYy
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Gramatyki Gx i Gy generuja odpowiednio jezyki Lx = {b(aY)* | k> 0} oraz Ly = {a(bX)* | k >0},
co zgadza sie z przedstawiong definicja tych gramatyk.

Po dodaniu produkcji gramatyk Gx i Gy gramatyka G ma postac:

S—-X

X —XaY | b

Y -YbX |a

SX — b | bXX

XX —aY | CI,YXX

Sy —a|aYy

Yy — bX | bXYy

W kroku 2. zastepujemy produkcje:

S— X
X — XaY
Y - YbX

przez

S—> SX
X — SxaY
Y — SybX

a z kolei w kroku 3. powyzsze produkcje zastepujemy przez

S b |bXx
X — baY | bXxaY
Y — abX | aYybX

Wszystkie produkcje zaczynajace sie nieterminalami Sx i Sy po lewej stronie sa usuwane.
Ostatecznie otrzymujemy gramatyke w postaci normalnej z prawymi stronami zaczynajacymi sie od
terminali:

X —b|baY | bXxaY
Y —al|abX | aYybX
XXHaY|aYXX
Yy — bX | bXYy

Gramatyka nie zawiera produkcji tancuchowych, i tatwo otrzymaé z niej posta¢ normalng Greibach.

Przykltad 5.2 Rozwazmy gramatyke

S— SXSS|b
X —a

Wprowadzamy nowy symbol poczatkowy S’ celem spetnienia warunku Bluma-Kocha. Otrzymujemy gra-
matyke G = ({9, 5, X}, {a, b}, P, S’) gdzie P:

S — S

S — SXSS|b

X —a

Tworzymy gramatyki Gg i Gx.

Gramatyka Gg = ({S%, Ss, Xs}, {95, S, X, a,b}, Ps, S%):

St —b|bSs | aXs
Ss — XSS | XSSSs
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Gramatyka Gx = ({S%,Sx,Xx},{5", S, X,a,b}, Px, S%):
S&—>a|aXX|bSX

SX — XSSSX

Modyfikujemy gramatyki Gg, Gx usuwajac symbole bezuzyteczne:
Gramatyka Gg:

S5 — b|bSs

Sg — XSS | XS5Ss

Gramatyka Gx:

S —a

Gramatyka G ma na tym etapie postac:

S’ — S

S— SXSS|b

X —a

S5 — b|bSs

Sg — XS5 | X555
Sy —a

Dokonujemy zastapien wg 2. i 3. kroku algorytmu:

Usuwana produkcja | I zastapienie IT zastapienie

S'— S S"— S S"—b|bSs

S — SXSS S — S,XSS S —bXSS|bSsXSS
Ss — XSS5Ss Ss — 585%55Ss | Ss — aSSSs

Sg — XSS Ssg — 5S4 SS Sg — aSS

Po usunigciu produkeji typu S — o, B € N — {5’} dostajemy:

S"—b|bSs
S—b|bXSS|bSsXSS
Ss — aSS | aSSSg

X —a

Otrzymana gramatyka nie zawiera zadnych produkcji tancuchowych i tatwo juz otrzymac z niej postaé
normalng Greibach.

5.2 Sprowadzanie gramatyki do kwadratowej postaci normalnej Greibach
(2-GNF)

Podobnie jak poprzednia konstrukcja algorytm bazuje na konstrukeji jezykéw typu L dla B € N —{S}.
Sa to jezyki stéw x € T(N — {S}) w alfabecie terminali i nieterminali N UT.

W odréznieniu od podstawowej wersji algorytmu Bluma-Kocha algorytm sprowadzania do postaci kwa-
dratowej 2-GNF wymaga na wejéciu gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego oraz bazuje na kon-
strukcjach automatéw skoficzonych opisujacych jezyki Lp oraz LE. Powoduje on wzrost rozmiaru gra-
matyki rzedu O(|G|?).

Istnieja pewne modyfikacje opisywanego algorytmu, w ktérych konstrukcja gramatyki w postaci nor-
malnej Greibach przebiega poprzez gramatyke w rozszerzonej postaci normalnej Chomsky’ego oraz roz-
szerzonej postaci normalnej Greibach (dopuszczalne sa produkcje tancuchowe). Wtedy cata konstrukcja
powoduje wzrost rozmiaru gramatyki rzedu O(|G|*). Gdyby za$ konstrukcja przebiegala torem G —
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gramatyka w postaci Chomsky’ego — gramatyka w postaci Greibach (a wiec bez produkcji tanicucho-
wych), powodowalaby wzrost rozmiaru gramatyki rzedu O(]G|%).

Ponizej omawiana jest podstawowa metoda, od gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego do grama-
tyki w postaci normalnej Greibach.

Algorytm.

1.

Dla kazdego B € N — {S} skonstruuj automat Mp = (Q,V,d, Bg,Sg) opisujacy jezyk LE =
L(Mp), gdzie:
Qp={Ap|Ae N}U{Sp}
5(CB,E) :{DB | C—?DEGP}
5(Crpa) = {Sp} jedli C —> a€P

1%} w przeciwnym wypadku
dla kazdego Cp € Q, E€ N —{S},a €T

Nalezy podkreslic réznice miedzy stanem Sp a stanem Sg. W przykladach zostanie pokazane, ze
niepotrzebne jest branie pod uwage stanu Spg, gdyz nie jest on wykorzystywany do podzniejszych
konstrukcji gramatyk Gpg.

. Dla kazdego B € N — {S} skonstruuj automat My = (Q,V,d’,Sp, Bg) opisujacy jezyk Lp =

L(Mp), gdzie:

Qs ={Ap|Ac N}U{Ss}

¢'(Sp,a) ={Cp | {Sp} =6(Cp,a)}
5/(DB,E) = {CB ‘ Dp e 5(CB,E)}

dla kazdego Dp € Q, E€ N —{S},aeT

Przy konstruowaniu automatu M} korzystamy z faktu, ze aby z jezyka L% otrzymaé Lp wy-
starczy w automacie Mp odwrocié wszystkie przejscia, zamienié¢ stan konicowy automatu Mp na
poczatkowy w My, za$ poczatkowy w Mp na koncowy w M.

Dla kazdego B € N — {S} zdefiniuj gramatyke G5 = (Vp,V, Py, Sp) gdzie Vg = {Ap | A €

N —{S}}u{Ss}uUV.
Produkcje Pj do gramatyki G5 dodawane sa nastepujaco:

Dodawane produkcje | Warunek
Sg — aCp Cp € 5/(83,(1) oraz

Cp # Bp lub 0'({Bp} x N —{S}) # @
Sg —a 3365/(SB7CL)
Dp — ECp Cp €' (Dg, FE) oraz

Cp # Bplub ¢({Bg} x N —{S}) # o
DB—>E BBE(S/(DB7E>

dla kazdego Dp € Vi, E € N —{S}, a € ¥, gdzie podobno? V, =V -V, V=NUT
Nastepnie dla kazdego B € N — {S} z gramatyki Gz usufi symbole nieuzyteczne.

Dla kazdego B € N — {S} skonstruuj gramatyke Gg = (Vp, T, Pp, Sp).
Produkcje P do gramatyki Gp dodawane sa nastepujaco:

Dodawane produkcje | Warunek

S — aCp SBHGCBEP}/B

Sg —a Sp —a € Py

Dp — aCp Dp — ECg € Pp, « jest alternatywa Sg w G’y
Dp — « Dp — E € Pj;, « jest alternatywa Sg w G’

. Skonstruuj gramatyke G' = (V', T, P’,S) gdzie V' =V U{Np | N — {S} }.

Produkcje do gramatyki G’ dodawane sg nastepujaco:
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Dodawane produkcje Warunek

A—a A—acP

A — ayC A — BC € P, av jest alternatywa Sp w G
U Ps—{Sg—alaecTN}}

BeN—{S}

Przyktad 5.3 Ponownie rozwazmy gramatyke:

S—SXSS|b
X —a

Celem spelnienia warunku Bluma-Kocha wprowadzamy nowy symbol poczatkowy S’:

S — S
S— SXSS|b
X —a

Nastepnie przeksztatcamy gramatyke do postaci normalnej Chomsky’ego:

S'— SA|b
S—SA|b
A— XB
B— SS
X —a

Oznaczmy:

Qs = {9, As,Bs, Xs, 55,55}
Qa=1{5%,A4,Ba,X4,54,54}
Qp ={S%,AB,Bp, X, 58,5}
Qx = {S%,Ax,Bx,Xx,Sx,Sk}

Konstruujemy automaty Mg, B € N — {S'}:
Ms = (Qs,V,s,55,Ss) =(Qa,V,04,44,8)) | Mp = (Qp,V,05,BB,Sp) | Mx = (Qx,V,dx, Xx,5%)
6(Ss, A) = Ss 5(5,4, A) =S54 0(5p,A) = S 0(S%,A) = Sx
§(Ss,A) = Ss 5(Sa, A) =54 §(Sp,A) =Sp 0(Sx,A) =Sx
0(As, B )_XS 0(Aa,B)=X4 (Ap,B) = Xp 0(Ax,B) = Xx
5(35, S) = S 0(Ba,S) =54 5(Bg,S) =SB 0(Bx,S) = Sx
5(S37 ) 6(5147 b) - S,/A 6(SBa b) - SB 5(SX1 b) = SX
§(Xs,a) = Sg 0(X4,a) =8 d(Xp,a) =S85 0(Xx,a)=S8%
oraz automaty My, Be€ N — {5}

Ms = (Qs,V, 04,84, 55)

MA =(Qa,V, 0,8, Aa)

MB — (QB?‘/a(SIBaSlByBB)

MX — (QX7V75/)(383(3XX)

'(Ss,A) = {5, Ss}
§'(Xs, B) = As
(557 ) Bs
'(Ss,b0) = {55, Ss}
(SSﬂ ) Xs

(SA7 )_ {SA’SA}
§'(Xa,B) = Aa
8'(Sa,8) = Ba
(SAa )* {SLUSA}
(SA’ ) Xa

o'(Sp, A) = {S%, Sp}
§'(Xp,B) = Ap
8'(Sp,S) = Bg
§'(Sp,b) = {55, S}
(SBv ) XB

(SX7 - {Sg(vsX}
o' (Xx, ) Ax
8'(Sx,S) = Bx
(SX, )*{SSOSX}
(SX» ) Xx

Powyzsze automaty stuza do skonstruowania nastepujacych gramatyk:
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Gramatyka G'y: Gramatyka G'4: Gramatyka G'z: Gramatyka G'y:

S5 —bSs |aXg | b Sy —bSs|aXa | S —bSp|aXp Sk —bSx |aXx |a
Ss—>AS5|SBs|A SA—>ASA|SBA SB—>ASB|S SXHASX|SBX
Xg — BAg X4 — B Xp — BAp Xx — BAx

Po usunieciu symboli nieuzytecznych:

S —bSg | b S —aXy S — bSp Sy —a
SSHASS|A XAHB SB%ASB|S

L(Gy) = AT [k =0 | L(G) = {aBY | L(G) = A"Y [k 50} | L(Gy) = {a)

Gramatyka Gg:

S5 —bSg | b
SSHGXASS | CLXA

Gramatyka G 4:

Sy —aXay
X4 — bSp

Gramatyka Gp:

Sy, — bSp
SB HaXASB | bSS | b

Gramatyka Gx:

Sk —a

Gramatyka G':

S"—b

S—b

X —a

5" — bSgA | bA
S — bSgA | bA
A —aB

B — bSsS | bS
SSHGXASS
Ss — aXy
X4 — bSp
SB—>aXASB
SB—>bSS|b

Po usunieciu symboli bezuzytecznych i nieosiaggalnych dostajemy gramatyke zawierajaca zbiér nietermi-
nali N ={5",5 A, B,Ss,Sp, X4 } i produkcje:

S"—b|bA|bSsA
S—b|bA|bSsA

A —aB

B — bS | bSgS
SSHQXAMIXASS
X4 — 0SB
SB—>b|bSS|aXASB

Przykltad 5.4 Rozwazmy gramatyke
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X — XaY | b
Y —-YbX |a

Tak jak w poprzednim przykladzie wprowadzamy nowy symbol poczatkowy S:

S — X
X — XaY | b
Y - YbX |a

a nastepnie przeksztalcamy gramatyke do postaci normalnej Chomsky’ego:

S—XC|b
X —=XC|b
C — AY
Y —=YD]|a
D — BX
A—a

B—b

Krok 1. Konstruujemy automaty Mp, B € N —

Oznaczmy:

{5}

:{SXvAXaBX7CXaDX7XX7YX7SX}
Qa ={54,44,B4,Ca,Da,X4,Ya,Sa}
Qs ={SB,AB,Bp,Cp,Dp, Xp,Ys,Sp}
Qc ={Sc,Ac,Bc,Cc, D, Xc,Ye,Sc}
Qp ={Sp,Ap,Bp,Cp,Dp,Xp,Yp,Sp}
Qy ={Sy,Ay,By,Cy, Dy, Xy,Yy,Sy}

MX = (QXvNUT76X7XX78X)

MA = (QA)NUT7 5A;AA78A)

MB - (QBaNUTv(SBaBBasB)

0(Ax,a) = {Sx} 0(Aa,a) = {Sa} 0(Ap,a) = {Sp}
§(Bx,b) = {Sx} 6(Ba,b) = {Sa} 6(Bp,b) = {Sp}
(Cx,Y) ={Ax} §(Ca,Y) ={Aa} §(Cp,Y)={Ap}
d(Dx,X)={Bx} 6(Da,X)={Ba} 6(Dp,X) ={Bg}
§(Xx,b) = {Sx} 6(Xa,b) ={Sa} §(Xp,b) = {Sp}
d(Xx,C) ={Xx} 0(Xa,C) ={Xa} §(Xp,C) = {Xp}
6(Yx,a) = {Sx} 6(Ya,a) ={Sa} 6(Yp,a) = {Sp}
(Yx,D)={Yx} 0(Ya,D) = {Ya} §(Yp, D) ={Yp}
0(Sx,b) ={Sx} 6(S4,b) ={Sa} 6(Sp,b) = {Sp}
3(8x,C) = {Xx} 0(54,C) = {Xa} 4(58,C) = {XB}
Mo = (Qc, NUT,0c,Cc,Sc) | Mp = (Qp,NUT,ép,Dp,Sp) | My = (Qy, NUT,dy,Yy,Sy)
0(Ac,a) = {Sc} 6(Ap,a) ={Sp} 6(Ay,a) ={Sy}
d(Bc,b) = {Sc} 6(Bp,b) ={Sp} 6(By,b) ={Sy}
5(CC7Y) = {AC} 5(CD7Y) = {AD} 5(CY7Y) = {AY}
§(Dc, X) = {Bc} d(Dp,X) ={Bp} d(Dy,X) ={By}
§(Xe,b) = {Sc} §(Xp,b) ={Sp} 6(Xy,b) = {Sv}
§(Xc,0) = {Xc} §(Xp,C)={Xp} 6(Xy,C) ={Xv}
d(Yo,a) ={Sc} 6(Yp,a) ={Sp} 6(Yy,a) ={Sy}
§(Ye, D) ={Yc} 6(Yp, D) ={Yp} 6(Yy,D)={Yy}
3(Sc,b) = {Sc} 6(Sp,b) ={Sp} 3(Sy,b) = {Sy}
§(S¢, C) ={Xc} 6(Sp,C) ={Xp} 6(Sy,C) = {Xy}

oraz automaty My, B € N — {5}
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MX — (QXvNUTv(;;(7SX7XX)

MA — (QAaN UT7 51478A7AA)

§'(Ax,Y) ={Cx}
(BX’ ) {DX}
§'(Xx,C) ={Xx,Sx}
§'(Yx,D)={Yx}

8'(Sx,b) = {Xx,Sx,Bx}
§'(Sx,a) = {¥x, Ax}

(AA7 = {CA}
(BA’ ) {DA}
§'(Xa,C) ={Xa,Sa}
6'"(Ya, D) ={Ya}
8'(Sa,b) ={Xa,S4,Ba}
6'(Sa,a) = {Ya, Aa}

MB = (@B, NUT,ép,58, Bp)
o'(Ap,Y) ={Cg}
(BB’ )_ {DB}
§'(Xp,C) ={Xp,Sp}
§'(Yp, D) = {Yp}
8'(Sg,b) = {X5,SB, Bp}
§'(Sp,a) = {Yp, A}

Mé:(Q ,NUT75/C,SC,Cc) MD—(QD,NUT75b7SD,DD) My—(Qy,NUT,(sg/,Sy,Yy)
§'(Ac,Y) ={Cc} ¢'(Ap,Y) ={Cp} §'(Ay,Y) ={Cv}

§'(Be, X) ={Dc} ¢'(Bp,X)={Dp} §'(By,X) ={Dv}

5,(XCa ) - {X07SC} (XDv ) - {XD,SD} (va ) - {XY’ SY}

§'(Yo, D) = {Yc} ¢'(Yp,D) = {Yp} §'(Yy, D) = {Yv}

8 (Sc,b) = {X¢,Se, Be} 8 (Sp,b) ={Xp,Sp,Bp} 8 (Sy,b) = {Xy, Sy, By}
(5’(50,@) = {Y07AC} (SD7 ) - {YDvAD} (SY7 ) - {YY’AY}

Krok 3. Na podstawie powyzszych automatéw konstruowane sa nastepujace gramatyki:

Gl a, G,
Sx—>be|b‘be|aYX|aAX SA—>bXA|bBA|aYA\aAA|a SB—>bXB|b|bBB|aYB|aAB
AXHYCX AA—>YCA AB—>YCB

BXHXDX BA—>XDA BB—>XDB

XXHCX)(|O XA—>OXA XB—>OXB

Yx — DYx Yo — DYy Yg — DYp

Po usunieciu symboli nieuzytecznych:

SXHbXXu) SAHG, SBHb

XX — CXX | C

L(Cx) = Lx = (00" [k = 0] | LG4 = La=1{a) L(Cy) = Ls = ()

G, G, Gl
Scﬁch|bBc|aYc|aAc SDHbXD|bBD|aYD|aAD 8y—>be‘bBy|aYy|a|aAy
Ac—>Y AD—>YCD Ay—>YCY

Bc — X D¢ Bp — X By — XDy

Xc—>CXC XD—>CXD Xy—>CXy

Yo — DYe Yp — DYp Yy - DYy | D

Po usunieciu symboli nieuzytecznych:

Sc—>aA() SD—>bBD Sy—>aYy‘a

Ac =Y Bp — X Yy - DYy | D

L(GL) = Lo = {aV}

L(Gp) = Lp — (X7

L(G) =Ly = {aD" [k =0}

Krok 4.

Gx :
SX —>be | b
XX —>aAcXX | aAC

Gy
Sis—a

Gp:
SB—>b
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Ge:
Sc — aAc
AC HaYy | a

Gp:
SD—>bBD
Bp —bXx |b

Gy :
Sy — aYy ‘ a
Yy — bBDYy | bBD

Krok 5.

G
S—b|bXxC|bC
X = bXxC|bC|b
C —aYy

Y —aYyD|aD |a
D —bX
XXHaAch|aAC
Ac—>aYy|CL

Bp —bXx | b

Yy — bBpYy | bBp
A—a

B—b

Ostatecznie, po usunieciu symboli nieosiggalnych, gramatyka G’ ma postaé:

G
S—b|bXxC |bC
X = bXxC|bC | b
C —aY

Y —-aYyD|aD |a
D —bX
Xx—>aAch|aAC
Ac — aYy |a
BD—>be|b
Yy—>bBDYy|bBD

6 Podsumowanie

Metody Rosenkrantz’a i Autebert’a sa stosunkowo skomplikowane dla gramatyk z wigksza liczba nieter-
minali. Metoda Autebert’a wydaje sie latwiejsza i mniej podatna na bledy od metody Rosenkrantz’a.
Jest to spowodowane gléwnie przez wzorce pokazane w najbardziej skomplikowanej czedci metody t.j.
domkniecie wzgledem lewostronnego oraz prawostronnego ilorazu. Reszta metody jest prosta. Podobne
wzorce nie wystepuja w metodzie Rosenkrantz’a.

Mozliwoéci zaprezentowanych algorytméw podsumowuje ponizsza tabela. Kwadratowa posta¢ normalna
Greibach (2-GNF) jest niejako graniczna postacia dla gramatyk bezkontekstowych. Uzyskanie bardziej
standardowej postaci 1-GNF oznaczaloby ze gramatyka jest regularna.
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GNF | 2-GNF | podwéjna GNF | podwdjna 2-GNF
Paull Vv - - -
Rosenkrantz | +/ - Vv -
Autebert v - v Vv
Blum-Koch | / vV - -
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