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1 Algorytmy usuwania lewostronnej rekursji

Dokument niniejszy prezentuje dzialanie algorytméw usuwajacych lewostronng rekursje z gra-
matyk bezkontekstowych. Na przyktadowej gramatyce prezentowany jest najpierw podstawowy
algorytm Paull’a oraz wplyw numeracji nieterminali na rozmiar wygenerowanej przy jego po-
mocy gramatyki.

Nastepnie zaprezentowane sg algorytmy polegajace na transformacji lewego rogu: Rosenkrantza
i Lewis’a oraz Johnsona i ich dziatanie na wybranej gramatyce.

Rozmiar gramatyki G przyjeto obliczaé wg nastepujacego wzoru:

|Gl = > |A«ql, gdzie |Aa| oznacza diugosé tancucha Aa.

A—a€P

1.1 Algorytm Paull’a

uporzadkuj nieterminale jako { Ay, ..., 4, }.
for i :=1ton do
for j:=1toi—1do
for kazda produkcja postaci 4; — Aja do
usun produkcje A; — Aja z gramatyki
for kazda produkcja postaci A; — (3 do
dodaj A; — Ba do gramatyki
end for
end for
end for
if A; jest bezposrednio lewostronnie rekursywny then
usun produkcje 4; — Ajaq | -+ | Ajan
usun produkcje A; — B1 | -+ | Bs (zadne () nie zaczyna sie od A;)
dodaj produkcje A; — B1 | B1AL |-+ | Bs | BsA]
dodaj produkcje A, — ay | a1 AL |-+ | ap | o Al
end if
end for

1.2 Relacja lewego rogu

Relacja lewego rogu jest potrzebna do algorytmoéw transformacji lewego rogu. Nie jest konieczna
przy algorytmie Paull’a ale pozwala wybraé¢ najlepsza i najgorsza numeracje nieterminali, co
bedzie mialo wplyw na rozmiar wygenerowanej gramatyki.

Najpierw wyznacza sie relacje bezposredniego lewego rogu, ktéra wynika bezposrednio z pro-
dukcji gramatyki, a nastepnie dokonuje sie domkniecia przechodniego (i zwrotnego) relacji.

Bezposredni lewy rég (direct left corner)

Symbol X jest bezposrednim lewym rogiem nieterminala A, jesli istnieje A-produkcja, majaca
prawa strone zaczynajaca sie od symbolu X tzn. zachodzi A — X (.



Oznaczamy: X < A

Dla wygody bedziemy oznaczaé¢ A> X < X < A.

Nieterminal jest bezposrednio lewostronnie rekursywny (directly left recursive), jesli jest bezpo-
$renim lewym rogiem siebie samego.

Relacja lewego rogu (left-corner relation)

To zwrotne i przechodnie domknigcie relacji bezposredniego lewego rogu.
Oznaczamy: X <* A

Relacja wlasSciwego lewego rogu (proper-left-corner relation)

To przechodnie domkniecie relacji bezposredniego lewego rogu.

Oznaczamy: X <t A

Nieterminal jest lewostronnie rekursywny (left recursive), jesli jest wlasciwym lewym rogiem
siebie samego.

1.3 Transformacje lewego rogu

Przeksztalcenie lewego rogu moze by¢é w prosty sposdb zaimplementowane jako zbiér regut
Prologu.

1.3.1 Algorytm Rosenkrantza i Lewisa

Algorytm Rosenkrantza i Lewisa opiera si¢ na (przechodniej i zwrotnej) relacji lewego rogu
(left-corner), oznaczanej <* natomiast algorytm Johnsona na relacji wlasciwego lewego rogu
(proper-left-corner), oznaczanej <. W obu przypadkach transformacja prowadzi do utworzenia
nowej gramatyki, przy czym nieistotna jest tu ani kolejnos¢ numeracji, ani kolejno$é¢ wykonywa-
nia poszczegodlnych przeksztatcen. Generujac kolejne produkcje opieramy sie tylko na oryginalnej
gramatyce, stad bez wzgledu na wyzej wymienione czynniki, uzyskana gramatyka bedzie zawsze
taka sama.

Dodawana produkcja | Warunek
A—aA—-a a<d A
A—-A-C C—e

A-X —->0A-B B« A B— Xp
A—A—ce

1.3.2 Algorytm Johnsona

Dodawana produkcja | Warunek
A—aA—a a<t A
A—-A-C C—e

C—e C—e
A-X—-0A-B B<t A, B— X3
A-X—0 X<t A A— Xp3




1.3.3 Algorytm LCpp

Jest to modyfikacja algorytmu Johnsona, ktéra ma na celu tylko usuniecie lewostronnej rekursji,
a nie tak jak oryginalnie algorytmy lewego rogu - zmniejszenie drzewa rozbioru syntaktycznego.
Opiera si¢ on na zalozeniu, ze wprowadzenie do gramatyki nieterminala (AX) ma sens tylko
wtedy gdy spelnia wszystkie trzy ponizsze warunki:

e symbol X jest wlasciwym lewym rogiem A (X < A).

e A spehia

- jest symbolem poczatkowym gramatyki lub

- wystepuje po prawej stronie ktérejs produkeji nie w lewym rogu: K — B1ABs € P, B1 # €
lub

- wystepuje po prawej stronie producji nieterminala ktéry nie jest lewostronnie rekursyw-
ny: K — 1AB; € P, (K <" K)

e nieterminal A jest lewostronnie rekursywny

Koniunkcje powyzszych warunkéw oznaczmy (*), poniewaz bedziemy sie do niej wielokrotnie
odwolywac¢ podczas przebiegu algorytmu.

Ponadto algorytm ten traktuje nieterminale ktére nie sg lewostronnie rekursywne tak jak ter-
minale.

Oryginalna produkcja | Dodawana produkcja | Warunek
A— X(AX) (AX) spelia warunki (*)

X €TV X € N inie jest lewostronnie rekursywny
B — Xp (AX) — B(AB) (AB) spelnia warunki (*)

B € N lewostronnie rekursywny
A— Xp (AX) — B (AX) spelia warunki (*)

XeNuT
A—p A—p A € N nie jest lewostronnie rekursywny

1.4 Dodatkowe usprawnienia algorytmoéw
1.4.1 Lewostronna faktoryzacja (LF)

Lewostronna faktoryzacja polega na eliminacji produkcji jednego nieterminala zaczynajacych
sie po prawej stronie od tego samego symbolu, aby unikngé¢ niejednoznacznosci.
repeat
for kazdy nieterminal A do
niech a bedzie najdtuzsza sekwencja taka, ze istnieje wiecej niz jedna A-produkcja postaci

A—ap
zastap produkcje A — af1 |-+ | aln |7 | | Ym
produkcjami A — A" |1 |-+ | Ym
A" = By || B
end for

until nie ma zadnych zmian w gramatyce



1.4.2 Grupowanie produkcji bez lewostronnej rekursji (NLRG)

Przy usuwaniu lewostronnej rekursji, czesto powiela si¢ produkcje nieterminali lewostronnie re-
kursywnych, warto ograniczy¢ ich liczbe do minimum. Oprocz wspomnianej lewostronnej fakto-
ryzacji mozna wszystkie produkcje nierekursywne takiego nieterminala zastapié¢ jedna, uzywajac
do tego pomocniczego symbolu nieterminalnego.
for kazdy lewostronnie rekursywny nieterminal A do

zastap produkcje A — « | -+ - | oy, (zadne o nie zaczyna si¢ od lewostronnie rekursywnego

nieterminala, n > 2)

produkcjami A — A"

A" s o | | an
end for

2 Przyklad

Przedmiotem naszej analizy bedzie gramatyka prostych wyrazen arytmetycznych zdefiniowana
nastepujaco:

E—E+T|T
T—TxF|F
F—-F1P|P
P—(E)|a

Widaé, ze wystepuje tu lewostronna rekursja bezposrednia dla nieterminali E/, T oraz F'.
Rekursja posrednia nie wystepuje.
Ponizsza tabela przedstawia wynik wyznaczenia relacji lewego rogu.

nieterminal | > > DX

B E.T | E,T.FP (a| E.T.EP,(a
T T.F |T,F,P,(,a |T,FP(a
F F,P | F,P(,a F,P,(,a

P (,a (,a P,(,a

2.1 Algorytm Paull’a
2.1.1 Optymalna numeracja nieterminali

Aby wygenerowana gramatyka miata jak najmniejszy rozmiar, nalezy ponumerowaé nietermi-
nale zgodnie z nierosnaca liczba lewych rogéw (<*) danego nieterminala. Jedyna taka numeracja
jest:

E(1),T(2), F(3), P(4)
Aby lepiej byto widaé poszczegdlne produkcje gramatyki zapiszmy ja w postaci:

E—-FE+T
E—-T
T—->TxF
T—F



F—-F1TP
F—P
P — (E)
P—a

Gramatyka sktada si¢ z 8 produkeji i potrzeba 24 symboli terminalnych i nieterminalnych do
jej zapisania w powyzszej postaci.
Dzialtanie algorytmu przebiega¢ bedzie nastepujaco:

iteracja produkcja usuwana | produkcje dodawane
i=1,j=1E—-E+T E—-TE
E' — +T
E' — +TFE'
1=2,j=2|T—-TxF T — FT'
T — xF
T — xFT’
1=3,j=3| F—-FTP F — PF’
F' — 1PF’
F'— 1P
Ostatecznie wygenerowana gramatyka ma postac:
E—TE'|T
E' — +TFE' | +T
T—FT'|F
T — *xFT' | xF
F—PF|P
F' —1PF' | 1P
P—(E)|a

Wygenerowana gramatyka sklada si¢ z 14 produkcji i potrzeba 42 symboli terminalnych i nie-
terminalnych do jej zapisania w powyzszej postaci.
2.1.2 Antyoptymalna numeracja nieterminali

Aby wygenerowana gramatyka miala jak najwiekszy rozmiar, nalezy ponumerowaé nieterminale
zgodnie z niemalejacy liczbg lewych rogéw danego nieterminala. Jedyng taka numeracja jest

E4),T(3), F(2),P(1)

Dzialanie algorytmu przy takiej numeracji przebiegaé¢ bedzie nastepujaco:



iteracja produkcja usuwana | produkcje dodawane
1=2,5j=1|F—P F — (E)
F—a
1=2,7j=2|F—FTP F — (E)F'
F — aF’
F' — 1P
F'— 1PF’
1=3,j=2|T—F T — (F)
T—a

T — (E)F'
T — aF’
1=3,j=3|T—TxF T — (E)T'
T — al’
T — (E)F'T’
T — oF'T’
T — xF

T — xFT’
i=4,7=3|FE—->T E — (E)
E—a

E — (E)F'
E — aF’
E — (E)T'
E — aT’
E — (E)F'T
E — aF'T’
i=4,j=4| E—E+T E — (E)E
E — aF’
E — (E)F'E
E — aF'E'
E— (E)YT'F
E — aT'FE'
E— (E)F'T'E
E — aF'T'E
E' — +T

E' — +TF'

Ostatecznie wygenerowana gramatyka sktada sie z 36 produkcji i zapisana jest przy pomocy
145 symboli terminalnych i nieterminalnych.

P (B)|a

F— (E)|al|(E)F |aF

F' — 1P| {1PF

T— (E)|al|(E)F |aF" | (E)T'|aT" | (E)F'T" | aF'T’

T' — «F | +FT'

E— (E)|a|(B)F |aF' | (E)T' | aT' | (B)F'T' | aF'T’' | (E)E' | aE' | (E)F'E' | aF'E" |
(EYT'E' | «T'E' | (E)F'T'E' | aF'T'E'

E — +T |+TF'



2.2 Algorytmy Rosenkrantza i Lewisa oraz Johnsona

Jednoczes$nie wykonane zostana transformacje lewego rogu (left-corner transformation) oby-
dwoma algorytmami.

Metoda Rosenkrantza i Lewisa opiera si¢ na (przechodniej i zwrotnej) relacji lewego rogu (left-
corner), oznaczanej <* natomiast algorytm Johnsona na relacji wlasciwego lewego rogu (proper-
left-corner), oznaczanej <.

Poczatkowo zbior produkeji nowej gramatyki jest pusty. Do nowej gramatyki dotaczane sa pro-
dukcje zgodnie z ponizszymi regutami.

Krok 1. VA € N, Va € T takich, ze zachodzi a <* (<*)A dotacz produkcje A — a(Aa).

Dla gramatyki prostych wyrazen arytmetycznych algorytm Rosenkrantza i Lewisa wygeneruje
w tym kroku nastepujace produkcje:

E— ((E()
E — a(Fa)
T — (T0
T — a(Ta)
F— ((F()
F — a(Fa)
P — ((P(

P — a(Pa)

Algorytm Johnsona w tym kroku da dokladnie ten sam rezultat, poniewaz relacja <* nie ogra-
nicza relacji <* wzgledem terminali.

Krok 2. VA € N,VB € N takich, ze zachodzi B <* («7)A oraz VB — X[ € P gdzie X €
NUT, g e (NUT)* dotacz produkcje (AX) — B(AB).

Dla rozwazanej gramatyki algorytm wygeneruje w tym kroku nastepujace produkcje:



A|B|B—Xp dotaczamy (AX) — B(AB)
E|E|E—-FE+T | (EE)— +T(FE)
E—-T (ET) — (EE)
T |T—-TxF | (ET)— ~xF(ET)
T - F (EF) — (ET)
F|F—F1P | (EF)—1P(EF)
F—-P (EP) — (EF)
P | P—(E) (E() — E)(EP)
P—a (Ea) — (EP)
T|T|T—-T*F | (TT)— xF(TT)
T - F (TF) — (TT)
F|F—-F1P | (TF)—1P(TF)
F—P (TP) — (TF)
P | P—(F) (T'() — E){TP)
P—a (Ta)y — (T'P)
F|F|F—F1P | (FF)—1P(FF)
F—P (FP) — (FF)
P | P—(FE) (F() — E)(FP)
P—a (Fa) — (FP)
P|P|P—(E (P() — E)(PP)
P—a (Pa) — (PP)

Algorytm Johnsona da podobny rezultat, nie dotaczy jedynie ostatnich dwéch produkceji, po-
niewaz nie zachodzi relacja P <t P (P nie jest wlasciwym lewym rogiem samego siebie).

Krok 3. Krok ten stanowi najwigksza réznice pomigdzy dwoma omawianymi transformacjami
lewego rogu. W przypadku algorytmu Rosenkrantza i Lewisa krok ten wyglada nastepujaco:
VA € N dotacz produkcje postaci (AA) — e.

Zatem dla naszej gramatyki wygeneruje produkcje:

(EE) — ¢

(TT) — €

(FF) — ¢

(PP) — ¢

Natomiast dla algorytmu Johnsona krok ten wyglada nastepujaco:

VA€ N, VX € NUT takich, ze A — X3 € P, € (N UT)* dotacz produkcje (AX) — S.

Dla naszej gramatyki wygeneruje produkcje:

A— Xp dolaczamy (AX) — 3
F—-FE+T (EE>—>—|—T

E—-T (ET) — €

T S TxF | (TT) — «F

T—F (TF) — ¢
F—F1P | (FF)—-1P

F—P (FP) — ¢

P—(E) | (P)—E)

P—a (Pa) — ¢




Rozmiar gramatyk wygenerowanych obydwoma algorytmami jest podobny.

Gramatyka po transformacji Rosenkrantza i Lewisa sktada sie z 32 produkcji, a do jej petnego
zapisu potrzeba 92 symboli terminalnych badz nieterminalnych.

Gramatyka po transformacji Johnsona jest nieco wigksza, poniewaz sktada sie z 34 produkc;ji,
a do jej pelnego zapisu potrzeba 98 symboli.

2.3 Podsumowanie

Poréwnanie wielkosci gramatyk wygenerowanych przy pomocy poszczegdlnych algorytméw przed-
stawia ponizsza tabela.

Algorytm Tlos¢ produkcji | Ilogé¢ symboli
Paull’a (najlepsza kolejno$¢ numeracji nieterminali) | 14 41
Paull’a (najgorsza kolejno$é numeracji nieterminali) | 36 145
Rosenkrantza i Lewisa 32 92
Johnsona 34 98

3 Przyklad

Przyktad niniejszy prezentuje dziatanie algorytméw usuwajacych lewostronng rekursje z grama-
tyk bezkontekstowych. Celem tej czesci jest przedstawienie przewagi algorytméw polegajacych
na transformacji lewego rogu: Rosenkrantza i Lewis’a oraz Johnsona nad podstawowym algo-
rytmem Paull’a.

Przedmiotem analizy bedzie utworzona w sposob systematyczny gramatyka:

A — Ba| Bb| Be
B — Ad| Ae | Af | z

Wystepuje tutaj tylko lewostronna rekursja posrednia dla nieterminali A i B. Ponizsza tabela
przedstawia wynik wyznaczenia relacji lewego rogu.

nieterminal | > >t D*
A B AB,z| A B,z
B Az | A B,z | A, B,z

W tym przypadku obydwa terminale naszej gramatyki maja jednakowe zbiory symboli z ktérymi
sa w relacji lewego rogu.

Taka sytuacja zachodzi w przypadku cykli w relacji lewego rogu, a wiec zawsze wowczas, kiedy
wystepuje lewostronna rekursja posrednia.

Kazdy nieterminal nalezacy do cyklu, jest w relacji lewego rogu z kazdym elementem cyklu.
W takim przypadku, nalezy wsréd rozpatrywanych symboli ustali¢ kolejnos¢ numeracji wedtug
niemalejacej liczby produkcji.

3.1 Algorytm Paull’a

3.1.1 Optymalna numeracja nieterminali

Poniewaz tak jak napisaliSmy powyzej relacja lewego rogu nie jest tu rozstrzygajaca, a nietermi-
nal B posiada wiecej produkcji w oryginalnej gramatyce, najkorzystniej przyjac¢ ze bedzie mial
on numer ostatni. Zatem mamy numeracje:



A1), B(2)

Aby lepiej byto widaé poszczegdlne produkcje naszej gramatyki zapiszmy ja w postaci:

A — Ba
A — Bb
A — Be
B — Ad
B — Ae
B — Af
B —z

Gramatyka sktada si¢ z 7 produkcji i potrzeba 20 symboli terminalnych i nieterminalnych do
jej zapisania w powyzszej postaci.
Dzialanie algorytmu przebiegaé bedzie nastepujaco:

iteracja produkcja usuwana | produkcje dodawane

i=2 =1

B — Ad

B — Ae

B — Af

B — Bad
B — Bbd
B — Bed
B — Bae
B — Bbe
B — Bce
B — Baf
B — Bbf
B — Bcef

B — Bad

B — Bbd
B — Bed
B — Bae
B — Bbe
B — Bece
B — Baf
B — Bbf

B — Bef

B — zB’
B — ad
B’ — adB’
B’ — bd
B’ — bdB’
B — cd
B' — cdB’
B — ae
B’ — aeB’
B’ — be
B’ — beB’
B — ce
B’ — ceB’
B — af
B — afB’
B —bf
B'—bfB
B —cf
B — cfB’

Ostatecznie wygenerowana gramatyka ma nastepujaca postac:
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A — Ba | Bb| Be

B—z|zB

B' —ad | adB' | bd | bdB' | cd | cdB' | ae | aeB’ | be |beB' | ce | ceB' | af |afB | bf | bfB'|
cf | efB’

Wygenerowana gramatyka sklada sie¢ z 23 produkcji i potrzeba jej w pelnym zapisie 77 symboli
terminalnych i nieterminalnych.
3.1.2 Antyoptymalna numeracja nieterminali

Druga i jednoczeénie najgorsza kolejnoscia numeracji nieterminali jest:
A(2),B(1)

Dzialanie algorytmu przy takiej numeracji przebiegaé¢ bedzie nastepujaco:
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iteracja produkcja usuwana | produkcje dodawane
i1=2,j=1|A— Ba A — Ada
A — Aea
A— Afa
A — za

A — Bb A — Adb
A — Aeb
A— Afb
A—zb

A — Bc A — Adc
A — Aec
A— Afc
A — zc
1=2,7=2|A— Ada A — zaA
A" — da
A — daA’
A — Aea A — ea
A — eaA’
A— Afa A — fa
A — faA
A — Adb A — zbA
A — db
A’ — dbA’
A — Aeb A —eb
A’ — ebA’
A— Afb A — fb
A — fbA
A — Adc A — zcA’
A — de
A’ — dcA’
A — Aec A — ec
A’ — ecA’
A— Afc A — fc
A — feA

Ostatecznie wygenerowana gramatyka sklada sie z 28 produkeji i zapisana jest przy pomocy 95
symboli terminalnych i nieterminalnych.
Oto jej skrécony zapis:

B — Ad| Ae | Af | z

A— zal|zaA' | zb| 2bA" | zc | zcA’

A" — da | daA’ | ea|ead' | fa| faA | db|dbA | eb|ebA" | fb| fbA | dec|dcA’ | ec|ecA’| fe| fecA
3.2 Algorytmy Rosenkrantza i Lewisa oraz Johnsona

Krok 1. VA € N, Va € T takich, ze zachodzi a <* (<7)A dolacz produkcje A — a{Aa).

Dla naszej gramatyki algorytm Rosenkrantza i Lewisa, jak réwniez algorytm Johnsona wyge-
neruja w tym kroku nastepujace produkcje:
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A — z(Az)
B — z(Bz)

Krok 2. VA € N, VB € N takich, ze zachodzi B <* (<*)A oraz VB — X3 € P gdzie X €
NUT, g€ (NUT)* dotacz produkcje (AX) — B(AB).

Dla naszej gramatyki algorytmy Rosenkrantza i Lewisa, jak réwniez Johnsona wygeneruja w
tym kroku te same produkcje.
Zachodzi to tylko dla gramatyk, w ktérych relacje <* oraz < pokrywaja sie.

A | B | B— Xp | dolaczamy (AX) — B(AB)
A|A| A— Ba | (AB) — a(AA)
A— Bb | (AB) — b(AA)
A — Be | (AB) — c¢(AA)
B | B— Ad | (AA) — d(AB)
B — Ae | (AA) — e(AB)
B — Af | (AA) — f(AB)
B —z (Az) — (AB)
B|A|A— Ba | (BB)— a(BA)
A— Bb | (BB) — b(BA)
A — Bce | (BB) — ¢(BA)
B | B Ad | (BA) — d(BB)
B — Ae | (BA) — ¢(BB)
B — Af | (BA) - f(BB)
B—z (Bz) — (BB)

Krok 3. Krok ten stanowi w przypadku omawianej gramatyki jedyng réznice pomiedzy dwoma
stosowanymi transformacjami lewego rogu.

W przypadku algorytmu Rosenkrantza i Lewisa krok ten wyglada nastepujaco:

VA € N dotacz produkcje postaci (AA) — e.

Dla rozwazanej gramatyki wygenerowane zostana nastepujace produkcje:

(AA) — €
(BB) — ¢

Natomiast algorytm Johnsona, w ktorym krok ten wyglada nastepujaco:

VA e N,VX € NUT takich, ze A — Xp € P, § € (N UT)* dotacz produkcje (AX) — 8
dla naszej gramatyki wygeneruje nastepujace produkcje:

Rozmiar gramatyk wygenerowanych obydwoma algorytmami jest podobny. Gramatyka po trans-
formacji Rosenkrantza i Lewisa sktada si¢ z 18 produkcji, a do jej pelnego zapisu potrzeba 50
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symboli terminalnych i nieteminalnych. Gramatyka po transformacji Johnsona jest nieco wigk-
sza, poniewaz sklada sie z 23 produkcji, a do jej pelnego zapisu potrzeba 60 symboli.

Po usunigciu symboli nieosiggalnych gramatyka wygenerowana algorytmem Rosenkrantza i Le-
wisa wyglada nastepujaco:

A= 2(A2)

(Az) — (AB)

(AB) — a(AA) | b(AA) | c(AA)
(AA) — d(AB) | e(AB) | f(AB) | €

Natomiast po usunieciu symboli nieosiggalnych gramatyka wygenerowana algorytmem Johnsona
wyglada nastepujaco:

A — z(Az)

(Az) — (AB)

(AB) — a(AA) | b(AA) | c(AA)

(AA) — d(AB) | e(AB) | f(AB) |a|b]|c

3.3 Podsumowanie

Poréwnanie wielkoSci gramatyk wygenerowanych przy pomocy poszczegdlnych algorytmow i ich
wariantéw przedstawia ponizsza tabela.

Algorytm Ioé¢ produkeji(Ilosé symboli) | Po usunieciu symboli
nieosiagalnych

Paull’a (lepsza kolejno$é numeracji nieterminali) | 23(77)

Paull’a (gorsza kolejnos¢ numeracji nieterminali) | 28(95)

Rosenkrantza i Lewisa 18(50) 9(25)

Johnsona 23(60) 11(29)

Widaé przewage algorytmoéw opartych o transformacje lewego rogu, choé nie jest to przewa-
ga znaczna. Dla wigkszych gramatyk o podobnej budowie ta przewaga jest wyrazniejsza. Na
przyktad gramatyka typu:

Al —a | ABia | AnBra |- | AnBik
Ai = Aiafin | AiaBiz |- | AicaBie 1€{2,3,...,n}

ma rozmiar k xn + 1 produkcji w oryginalnej postaci. Wszystkie nieterminale tej gramatyki
tworzg, cykl rekursji posredniej.

Algorytm Paull’a dla tej gramatyki bedzie dodatkowo generowaé okolo 2 x k™ 4+ 1 produkcji,
usuwajac przy tym tylko k. Dla naszej gramatyki (przy k = 3,n = 2) daje tacznie 7+19—3 = 23
produkcje w nowej gramatyce. Natomiast dla k& = 4,n = 4 otrzymujemy olbrzymia liczbe
17 + 513 — 4 = 526 produkcji. Jest to liczba podana dla optymalnej numeracji terminali.

Dla tej samej gramatyki algorytm Rosenrantza i Lewisa da kolejno: n produkcji w kroku 1,
(k«n + 1) * n produkcji w kroku 2 oraz n produkcji w kroku 3. Dla naszej gramatyki (przy
k = 3,n = 2) daje lacznie 2 + 14 + 2 = 18 produkcje w nowej gramatyce. Natomiast dla
k =4,n = 4 otrzymujemy liczbe 4 + (4 x4 + 1) x* 4 + 4 = 76 produkcji.

Algorytm Johnsona wygeneruje kolejno: n produkeji w kroku 1, (k*n+ 1) *n produkcji w kroku
2 oraz k *n + 1 produkeji w kroku 3. Dla naszej gramatyki (przy k = 3,n = 2) daje lacznie
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2 4+ 14 + 7 = 23 produkcje w nowej gramatyce. Natomiast dla k = 4,n = 4 otrzymujemy liczbe
44 (4%4+1)*4+ 17 = 89 produkecji.

Wryliczenia te przedstawia zbiorczo ponizsza tabela. Kolumna dla algorytmu Paull’a zawiera
rozmiary wygenerowanych przez algorytm gramatyk dla najlepszej mozliwej numeracji termi-
nali.

k | n | oryginalna | Paull | R. & L. | Johnson
7 23 18 23
4 14|17 526 76 89

w
[\)

4 Przyklad

Przyktad niniejszy prezentuje dzialanie algorytméw usuwajacych lewostronng rekursje z gra-
matyk bezkontekstowych. Przedstawione sa réwniez algorytmy hybrydowe. Do podstawowych
algorytméw Paull’a i lewego rogu mozna dodaé lewostronng faktoryzacje (LF') lub przeksztal-
cenie NLRG (non-left-recursion grouping). Ponadto istnieje odmiana algorytmu Johnsona prze-
znaczona jedynie do usuwania lewostronnej rekurs;ji.

Nastepnie usuwane sa symbole nieosiggalne i e-produkcje z gramatyk wygenerowanych transfor-
macjami lewego rogu. Algorytm Paull’a nie generuje dodatkowych symboli nieosiagalnych ani
e-produkcji, podobnie przeksztatcenia LF oraz NLRG.

Przedmiotem naszej analizy bedzie utworzona w sposob systematyczny gramatyka:
A— Bz|Bylal|b

B— Aw|Aulc|d

Wystepuje tutaj tylko lewostronna rekursja posrednia dla nieterminali A i B.
Ponizsza tabela przedstawia wynik wyznaczenia relacji lewego rogu

nieterminal | > >+
A B,a,b | A, B,a,b,c,d
B A,c,d | A, B,a,b,c,d

Rozwazane beda takze algorytmy usuwania lewostronnej rekursji dla ktérych wejsciem nie bedzie
oryginalna gramatyka G, lecz gramatyka poddana lewostronnej faktoryzacji lub lewostronnej
faktoryzacji i przeksztatlceniu NLRG.

Lewostronna faktoryzacja (LF')

Aby dokonaé lewostronnej faktoryzacji produkcji A — Bz | By wprowadza sie dodatkowy
nieterminal (oznaczmy go A” dla odréznienia od uzyskiwanego w algorytmie Paull’a A’), ktory
bedzie reprezentowal wszystkie mozliwe kontynuacje tej produkcji, w nastepujacy sposéb:

A — BA"
AII—>Z‘y

Tej samej zmiany musimy dokona¢ dla kazdej wystepujacej w gramatyce tego typu niejedno-
znacznosci, a zatem w naszym przypadku jeszcze dla nieterminala B i prawych stron zaczyna-
jacych sie od A. Otrzymujemy:
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B — AB"

B" > wl|u

Ostatecznie gramatyka po przeksztalceniu LF' sklada sie z 10 produkeji, 22 symboli i wyglada
nastepujaco:

A— BA" |a|b
A" = 2|y
B— AB" |c|d
B"—w|u

Grupowanie produkcji bez lewostronnej rekursji (NLRG)

W naszym przypadku przeksztatcenie bedzie przebiegalo nastepujaco:

produkcje usuwane | produkcje dodawane
A—albd A— A"

A" —alb
B—c|d B — B"

B" —c|d

Po przeprowadzeniu przeksztalcen LF oraz NLRG otrzymamy nastepujaca gramatyke o roz-
miarze 12 produkcji(26 symboli):

A N BA// | A///
A" =z |y
A/// —a ’ b
B N AB// ‘ B///
B" > wl|u
B/// —c ’ d

4.1 Algorytm Paull’a
Po przeprowadzeniu przeksztalcenia gramatyki metoda Paull’a otrzymaliSmy nastepujaca gra-

matyke:

A— Bz|Bylal|b
B—c|d|aw]|bw|au|bu|awB' |bwB' | auB’' | buB' | cB'|dB’
B — zw | zwB' | yw | ywB' | zu | zuB’ | yu | yuB’

Sktada sie ona z 24 produkcji i 77 symboli terminalnych i nieterminalnych przy pelnym zapisie.

4.2 Algorytm Rosenkrantz’a i Lewis’a

Gramatyka wygenerowana przez algorytm zawiera wiele symboli nieosiagalnych i e-produke;ji,
sktada sie z 26 produkcji i 68 symboli.

A — a{Aa) | b{AD) | c(Ac) | d{Ad)

B — a{Ba) | b(Bb) | ¢(Be) | d(Bd)
(AB) — 2{AA) | y(AA)
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b) — (AA)

) — w(AB) | ulAB) |
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) = z(BA) | y(BA) | €
— (BA)

— (BA)

) — w(BB) | u(BB)
— (BB)

— (BB)

s

EEEEEEEEEE

2l wmel

Po usunieciu symboli nieosiagalnych otrzymujemy doktadnie o potowe mniejsza gramatyke, skta-
dajaca sie z 13 produkcji i 34 symboli.

A — alAa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad)
(AB) — 2{AA) | y(AA)

(Aa) — (AA)
(Ab) — (A4)
(AA) — w(AB) | u(AB) | €
(Ac) — (AB)
(Ad) — (AB)

Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy nieco wieksza gramatyke, sktadajaca sie z 16 produkeji
i 40 symboli.

A — alAa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad) | a | b
(AB) — z(AA) | y(AA) |z |y

(Aa) — (AA)
(Ab) — (AA)
(AA) — w(AB) | u(AB)
(Ac) — (AB)
(Ad) — (AB)

4.3 Algorytm Johnsona

Gramatyka wygenerowana przez algorytm zawiera wiele symboli nieosiagalnych i e-produke;ji,
sktada sie z 32 produkcji i 82 symboli.

A — a{Aa) | b{AbY | c(Ac) | d(Ad)
B — a(Ba) | b{Bb) | ¢(Bc) | d(Bd)
(AB) — z(AA) | y(AA) |z |y

(Aa) — (AA) | €

(Ab) — (AA) | €

(AA) — w(AB) | u(AB)
(Ac) — (AB)

(Ad) — (AB)
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(BB) — z(BA) | y(BA)

(Ba) — (BA)

<Bb> — <BA>

(BA) - w(BB) | u(BB) | w|u
(Bc) — (BB) | €

(Bd) — (BB) | €

Po usunieciu symboli nieosiaggalnych otrzymujemy zdecydowanie mniejszg gramatyke, sktada-
jaca sie z 13 produkcji i 34 symboli.

A — a{Aa) | b{AbY | c(Ac) | d(Ad)
(AB) — z(AA) | y(AA) | z |y

(Aa) — (AA) | e

(Ab) — (A4) | €

(AA) — w(AB) | u(AB)
(Ac) — (ADB)

(Ad) — (AB)

Po usuniecie e-produkcji otrzymujemy nowa gramatyke, ale o tym samym rozmiarze, bo skia-
dajaca si¢ z 16 produkcji i 40 symboli.

A — a(Aa) | b(AD) | c(Ac) | d(Ad) |a | b
(AB) — z(AA4) | y(A4) | z |y

Aa) — (AA)

Ab) — (AA)

AA) — w(AB) | u(AB)

Ac) — (AB)

Ad) — (AB)

4.4 Algorytm LCpp

nieterminal | czy spelnia warunki (*)

A v
B _

Algorytm przebiega w czterech krokach.

Krok 1.

X € T'U N nie jest lewostronnie rekursywny,
(AX) spelnia warunki (*),

do nowej gramatyki dotacz produkcje A — X (AX)

Dla rozwazanej gramatyki algorytm wygeneruje w tym kroku nastepujace produkcje:
A — a(Aa)

A — b(Ab)
A — c(Ac)
A — d(Ad)
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Zauwazmy, ze oryginalny algorytm Johnsona dodaltby jeszcze produkcje zwigzane z nietermina-
lem B.

Krok 2.

B € N lewostronnie rekursywny,

(AB) spelia warunki (*),

B — X[ jest produkcja oryginalnej gramatyki,
dotacz produkcje (AX) — B(AB)

Dla naszej gramatyki algorytm przebiega¢ bedzie nastepujaco:

A | B | B— X | dolaczamy (AX) — B(AB)
A|A| A— Bz | (AB) — z(AA)
A — By | (AB) — y(AA)
A—a | (Ae)— (A4)
A—b (Ab) — (AA)
B | B— Aw | (AA) — w(AB)
B — Au | (AA) — u(AB)
Boc | (Ac)~(4B)
B—d (Ad) — (AB)
Krok 3.
A € N spelnia warunki (*),
XeNUT,

A — X jest produkcjg oryginalnej gramatyki,
dotacz produkcje (AX) —

Zatem w tym kroku zostana dodane do gramatyki nastepujace produkcje:

(AB) — z

(AB) —

(Aa) — €

(Ab) — €

Krok 4.

A € N nie jest lewostronnie rekursywny,

A — [ jest produkcja oryginalnej gramatyXki,
przepisz tg produkcje do nowej gramatyki.

W przypadku naszej gramatyki oba terminale, zaréwno A jak i B sa lewostronnie rekursywne,
a wigc w tym kroku algorytm nie doda zadnych produkcji.

Otrzymana gramatyka ma rozmiar 16 produkcji (40 symboli) i jest mniejsza niz ta uzyskana
algorytmem Paull’a:

A — alAa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad)

(AB) — z(AA) | y(AA) |z |y
(Aa) — (AA) | €
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Aby — (AA) | €

AA) — w(AB) | u(AB)
Ac) — (AB)

Ad) — (AB)

Algorytm LCpr ma ta wlasnoéé, ze nie generuje zadnych dodatkowych symboli nieosiagalnych.
Zauwazmy ciekawsg rzecz, ze identyczng gramatyke otrzymaliSmy powyzej po usunieciu sym-
boli nieosiggalnych po zastosowaniu algorytmu Johnsona. Z powyzszego powodu nie bedziemy
powtarzaé¢ usuniecia e-produkcji z tej gramatyki. Chociaz algorytm LCpgr jest pewna wariacja
algorytmu Johnsona, zaistniata sytuacja nie jest regula, o czym przekonamy si¢ na kolejnych
przyktadach.

4.5 LF + algorytm Rosenkrantz’a i Lewis’a

Stosujac algorytm Rosenkrantz’a i Lewis’a po uprzednim zastosowaniu LF otrzymujemy naste-
pujaca gramatyke o 32 produkcjach o 80 symbolach. Zawiera ona wiele symboli nieuzytecznych
i e-produkc;ji.

A — a(Aa) | b(Ab) | ¢(Ac) | d(Ad)
B — a(Ba) | b(Bb) | ¢{Bc) | d{Bd)
A" — 2(A"z) [ y(A"y)

B" — w(B"w) | uw(B"u)

(AB) — A"(AA)

(Aa) — (AA)

(Ab) — (AA)
(AA) — B"(AB) | €
(Ac) — (AB)

(Ad) — (AB)
(BB) — A"(BA)
(Ba) — (BA)

(Bb) — (BA)
(BA) — B"(BB) | €
(Bc)y — (BB)
(Bd) — (BB)

<A > <A//Al/>
<A// > <A//Al/>
<B// > <B//B//>
<Bl/ > <B1/B1/>
<A//A//> €
<B1/B1/> — €

Po usunieciu symboli nieosiggalnych otrzymujemy nowa gramatyke sktadajaca sie z 21 produk-
cji i 52 symboli.

A — alAa) | b{Ab) | ¢ ><Ac> | d(Ad)

A" — 2(AVz) | (A"
B" — w(B"w) | u(B"u)
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c)

d) — (AB)

//Z> N <A//A//>
//y> N <A//A/l>
Bl/w> N <B//B//>
B”'LL) N <B//B/I>

Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy gramatyke sktadajaca sie z 17 produkeji i 40 symboli.

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad) | a | b
A// 2 | y
B" - wl|u

(AB) — A"(AA) | A"

(Aa) — (AA)
(Ab) — (AA)
(AA) — B"(AB)
(Ac) — (AB)
(Ad) — (AB)

4.6 LF + NLRG + algorytm Rosenkrantz’a i Lewis’a

Po zastosowaniu kolejno algorytmoéw LF, NLRG oraz Rosenkrantz’a i Lewisa, otrzymali$my
ponizsza gramatyke, sktadajaca si¢ z 46 produkcji i 113 symboli terminalnych i nieterminalnych
w pelnym zapisie.

A — a(Aa) | b(AD) | ¢(Ac) | d{Ad)
B — a(Ba) | b(Bb) | ¢(Bc) | d{Bd)
A" — 2(A"z) | y(A"y)

B" — w(B"w) | u(B"u)

A/// N a(A///a> | b<A///b>

B/// N C<B///C> ‘ d<B/I/d>

(AB) — A"(AA)

(AA™) = (AA)
(AA) — B"(AB) | €
< B/Il> _>AB>
(Aa) — (AA")
(Ab) — (AA™)
(Ac) — (AB")
(Ad) — (AB")
<A/ > (A//A//)
<A// > <AIIA//>
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< n > <A///A/I/>
<Al//b> <A/NA///>
(BB) — A"(BA) | ¢
(BA") — (BA)
(BA) — B"(BB)
(BB") — (BB)
(Ba) — (BA")
(Bb) — (BA")
(Be) — (BB")
(Bd) — (BB")
(B"w) — (B"B")
<B// > <B/IB/I>
<B/// > <BIIIB///>
<B///d> <B///BI//>
<A//A//> €
<BIIBII>

<AIIIA///> €
<B///B///>

Po usunieciu symboli nieosiagalnych otrzymujemy o potowe mniejsza gramatyke, sktadajaca sie
z 23 produkcji i 56 symboli.

A — a(Aa) | b(AD) | c(Ac) | d{Ad)
A" = 2(A"z) | y(A"y)

B" — w(B"w) | u(B"u)

(AB) — A"(AA)

(AA") — (AA)
(AA) — B"(AB) | €
(AB") — (AB)
(Aa) — (AA™)
(Ab) — (AA™)
(Ac) — (AB"™)
(Ad) — (AB")
<A// > <A//A/I>
<Al/ > <A//A//>
<B// > <BI/BI/>
<Bl/ > <B1/B1/>
<AIIA//> €
<BIIB1/>

Po usunieciu e-produkceji otrzymujemy jeszcze mniejsza gramatyke sktadajaca sie z 19 produkcji
i 44 symboli.

A — a(Aa) | b(Ab) | ¢(Ac) | d(Ad) |a|b
A// — ‘ y
B" > wl|u

(AB) — A"(AAY | A"

22



AA™Y — (AA)
AA) — B"(AB)
AB") — (AB)

4.7 LF + algorytm Johnsona

Stosujac algorytm Johnsona po uprzednim zastosowaniu LF otrzymujemy nastepujaca grama-
tyke o 34 produkcjach o 84 symbolach:

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad)
B — a(Ba) | b(Bb) | ¢(Bc) | d{Bd)
A" = 2(A"z) | y(A"y)

B" — w(B"w) | u(B"u)

(AB) — A"(AA) | A

(Aa) — (AA) | €

(Ab) — (AA) | €

(AA) — B"(AB)

(Ac) — (AB)

(Ad) — (AB)

(BB) — A"(BA)
(Ba) — (BA)

(Bb) — (BA)

(BAy — B"(BB) | B”
(Bc) — (BB) | €

(Bd) — (BB) | €

(A
(
(
(

Po usunieciu symboli nieosiagalnych otrzymujemy mniejsza gramatyke, sktadajaca sie z 21 pro-
dukcji i 51 symboli.

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d{Ad)
A" = 2{A"Z) [ y(A"y)

B" — w(B"w) | uw(B"u)

(AB) — A"(AA) | A

(Aa) — (AA) | €
(Ab) — (AA) | €
(AA) — B"(AB)
(Ac) — (AB)

(Ad) — <AB>
(A"z) —
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(Ay) — e
(B"w) — €
(B"u) — €

Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy jeszcze mniejsza gramatyke sktadajaca sig¢ z 17 produkcji
i 40 symboli.

A — a(Aa) | b{AD) | c(Ac) | d(Ad) | a | b
A// — | y
B"—w|u

(AB) — A"(AA) | A"

(Aa) — (A4)
(Ab) — (A4)
(AA) — B"(AB)
(Ac) — (AB)
(Ad) — (AB)

Warto zauwazy¢, ze jest to identyczna gramatyka, jak uzyskana w wyniku zastosowania algo-
rytmu Rosenkrantz’a i Lewis’a.

4.8 LF + NLRG + algorytm Johnsona

Otrzymana w wyniku potaczenia przeksztalcen LF, NLRG i algorytmu Johnsona gramatyka
miata rozmiar 44 produkcji i 108 symboli:

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad)
B — a(Ba) | b(Bb) | ¢(Bc) | d{Bd)
A" — 2(A"z) | y(A"y)
B" — w(B"w) | uw(B"u)
A/// N a(A///a> ’ b<A///b>
B/// N C<B///c> ‘ d<B///d>
(AB) — A"(AA) | A”

A"y — (AA) | €
AA) — B"(AB)

B///> <AB>

> < A///)

A > <AA///>
Ac) — (A
Ad) — (AB")

) — A"(BA)
A///> <BA>
A) — B"(BB) | B”
B 51) |

(A
{
(A
(A
{
{
{
(BB
(B

(B
(B
{
{
{
{

Ba) -
Bb) — <BA”’>
Be) —
Bd) —
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Po usunigciu symboli nieosiggalnych otrzymujemy i w tym przypadku dwukrotnie zmniejszenie
gramatyki do 22 produkcji i 54 symboli.

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad)
A" — 2(A"z) [ y(A"y)

B" — w(B"w) | uw(B"u)

(AB) — A"(AA) | A

AA"Y — (AA) | e

AA) — B"(AB)

AB") — (AB)

Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy jeszcze mniejsza gramatyke sktadajaca sie z 19 produkcji
i 44 symboli.

A — a(Aa) | b{AD) | c(Ac) | d({Ad) | a | b
A sy | y

B"—w|u

(AB) — A"(AA) | A”

(AA™) = (AA)
(AA) — B"(AB)
(AB™) — (AB)
(Aa) — (AA™)

(Ab) — (AA™)

(Ac) — (AB")

(Ad) — (AB")

Otrzymalismy identyczng gramatyke jak po usunieciu symboli nieosiggalnych i e-produkcji z gra-
matyki wygenerowanej przez poltaczenie przeksztalcen LF + NLRG + algorytm Rosenkrantz’a
i Lewis’a.
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4.9 LF + algorytm LCpy

Otrzymana w wyniku potaczenia przeksztatcen LF, NLRG i algorytmu Johnsona gramatyka
miala rozmiar 17 produkcji i potrzebowata do pelnego zapisu 40 symboli terminalnych i nieter-
minalnych. Lewostronna faktoryzacja nieznacznie powiekszyla rozmiar generowanej gramatyki
w przypadku algorytmu LCpg. Zapis gramatyki przedstawiony jest ponizej.

A — alAa) | b{AbY | c(Ac) | d(Ad)
(AB) — A"{AA) | A"

(Aa) — (AA) | €
(Aby — (AA) | e
(AA) — B"(AB)
(Ac) — (AB)
(Ad) — (AB)
A" = 2|y

Gramatyka nie posiada symboli nieosiagalnych. Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy troche
inna gramatyke o tym samym rozmiarze 17 (40).

A — a(Aa) | b(AD) | c(Ac) | d(Ad) | a | b
A// 2 | Yy

B"—wl|u

(AB) — A"(AA) | A”

Aa) — (AA)

Ab) — (AA)

AA) — B"(AB)

Ac) — (AB)

Ad) — (AB)

Jest to identyczna gramatyka, jak uzyskana po algorytmie Rosenkrantz’a i Lewis’a i lewostronnej
faktoryzacji oraz Johnsona i lewostronnej faktoryzacji. W tym przypadku wszystkie algorytmy
lewego rogu prowadza w rézny sposéb do tego samego rezultatu.

4.10 LF 4+ NLRG + algorytm LCpr

Gramatyka wygenerowana przez algorytm ma rozmiar 20 produkeji (48 symboli) i wyglada na-
stepujaco:

A — a(Aa) | b(Ab) | c(Ac) | d(Ad) | A”"(AA") | B"({AB")
(AB) — A"(AA) | A”

(A" (A4) | €

(AA) — B"(AB)

(AB") — (AB)

A" 2|y

B" - wl|u

A/// —a ’ b
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B" —c|d

Po usunieciu symboli nieuzytecznych otrzymujemy gramatyke zawierajaca 16 produkcji i 36
symboli:

A N A///<AA///> | B///<AB///>
(AB) — A"(AA) | A”
(AA™Y — (AA) | e

(AA) — B"(AB)

(AB") — (AB)

A" = 2y

B"—w|u

A/// —~a ’ b

B" —c¢|d

Gramatyka nie posiada symboli nieosiggalnych. Po usunieciu e-produkcji otrzymujemy troche
inna gramatyke o tym samym rozmiarze 16 (36).

A N A///(AA///> | B///<AB///> ‘ A///
(AB) — A"(AA) | A

(A" — (A4)

(AA) — B"(AB)

(AB") — (AB)

A" = 2|y

B"—w|u

A/// —a ’ b

B" —c|d

Dodanie do LF przeksztalcenia NLRG sprawia, ze tylko podstawowe dwie wersje algorytmu
lewego rogu po usunieciu symboli nieosiggalnych i e-produkceji prowadza do tego samego rezul-
tatu.

4.11 Podsumowanie

Podsumowanie rozmiaréw uzyskanych gramatyk przedstawia zbiorczo ponizsza tabela. Dla skro-
cenia zapisu oznaczono NLRG jako G, usuwanie symboli nieosiggalnych jako N, za$ usuwanie
e-produkcji jako e.

Dla odréznienia gramatyk identycznych od gramatyk o tym samym rozmiarze, zastosowano
oznaczenia:

77w wierszu, gdy dane przeksztalcenie nic nie wnosi,

”—||=" w kolumnie, gdy rézne algorytmy lewego rogu daly te same rezultaty.

27



przed - - - LF LF LF LF+G LF+G | LF+G
po - N N+e - N N+e - N N+e

- 8(20) - - 10(22) | - - 12(26) - -

Paull 24(77) | - - 17(46) | - - 16(40) - -

R. & L. | 26 (68) | 13 (34) | 16 (40) | 32 (80) | 21 (52) | 17 (40) | 46 (113) | 23 (56) | 19 (44)
Johnson | 32 (82) | 16 (40) | —||— 34 (84) | 21 (51) | —||— 44 (108) | 22 (54) | —||—
LCrp 16 (40) | - —[|— | —||— 17 (40) | - |- 20 (48) | 16 (36) | 16 (36)

Widaé, ze zadne przeksztalcenie nie jest uniwersalne. LF' daje bardzo duza poprawe dla algo-
rytmu Paull’a zastosowanego do naszej gramatyki, za§ NLRG juz tylko nieznaczna. Najlepszy
rezultat dat algorytm LCpR.

Nieprawdziwa okazala si¢ hipoteza, jakoby algorytm Johnsona po usunieciu symboli nieosiagal-
nych mial dawac te same rezultaty co LC'L g, juz po zastosowaniu LF nasza gramatyka przestata
wykazywaé te wlasnosé.

Poczatkowo wydawalo sie, ze wszystkie algorytmy lewego rogu po usunieciu symboli nieosiagal-
nych i e-produkcji sprowadzaja sie do tego samego. Jednak po zastosowaniu NLRG otrzymali$my
gramatyke, ktora zaprzecza tej hipotezie, poniewaz LCLr dal inny rezultat. Natomiast nadal
pozostaje przypuszczenie, ze algorytmy Rosenkrantz’a i Lewis’a oraz Johnsona sprowadzaja si¢
do tego samego.
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