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Statystyka jest naukg o wnioskowaniu, naukg o
uogolnianiu polegajgcym na przechodzeniu od
czesci (losowo wybranej proby) do catosci
(populac)i). Populacja to zbior wszystkich
pomiarow, ktore nas interesujg, a proba to
podzbidr pomiarow wybranych z populacii.
Losowa proba n-elementowa to proba
wybrana w taki sposob, ze kazdy zbior n
elementow ma takie same szanse znalezienia
sie w probie, jak kazdy inny zbior n elementow
populacii.

I
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T ZBIOROWOSC
Q _ GENERALNA
’ (POPULACJA)
PROBA
na podstawie
wynikow OBLICZAMY CHARAKTERYZUJE
proby l SIE

Srednia z préby < o warto$¢ oczekiwana (Srednia)
wariancja z préby < » wariancja populacji
odchylenie standardowe < » odchylenie standardowe
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Srednia z préby:
D=1 %

n

X =

Wariancja z proby:

§2 — Z?=1(xi _ JE)2

n—1

jest estymatorem

jest estymatorem

mJJ Populacja, proba, estymacija

Wartosc¢ Srednia populacji:

H= j_ix fie (x)dx

Wariancja populacji:

ot = j_oo(x—u)zfx(x)dx

f(x) - jest nieznane
U - jest nieznane




Procedura pobierania proby

Poprawna procedura pobierania proby

i

Proba €<

L

Proba zostata pobrana
losowo z calej populacji

i

7/ RN

Przedwyborczy sondaz Literary Digest”

Proba ¢ I R Préba zostala pobrana
r4 R z populacji wyborcow,
T ktérzy maja telefony
lub samochody, lub sg
czytelnikami .Digest”

‘demokraci

Populacja

£
Wyborcy, ktérzy majg telefony lub samo-



mﬂ Wybory prezydenckie

M

ol w USA w 1936 r.
Sondaz przedwyborczy czasopisma ,Literary
Digest”:

* Gubernator Kansas Alfred M. Landon
(republikanin) zwyciezy w 32 stanach na 48
stanow | pokona prezydenta Franklina D.
Roosevelta (demokrate).

Wyniki wyborow:

* Franklin D. Roosevelt wygrat w 46 stanach i zostat
wybrany prezydentem USA pokonujgc Alfreda M.

Landona, ktory zwyciezyt zaledwie w 2 stanach.
N B



“JJJ Estymacja

Statystyka z proby: zmienna losowa bedaca dowolng funkcja wynikow

préby losowej, np. érednia z préby x, wariancja z préby s?

Estymator: dowolna statystyka Z stuzgca do oszacowania nieznanej

wartosci 6 parametru populacji generalnej.

Estymator efektywny: estymator Z o mozliwie matym rozrzucie (matej

wariancji %(Z)). Stosowanie estymatora efektywnego oznacza popetnianie

matego btedu przecietnego szacunku.




A”GH Estymator efektywny

. Estymator jest efektywny, jezeli ma niewielka wariancje (a tym samym
niewielkie odchylenie standardowe).

Estymator nieobcigzony,
efektywny

X

z z

Estymator
nieobcigzony,
nieefektywny

(o duzej warianc;ji)

Rysunek 5.11. Dwa nieobcigzone estymatory parametru u; estymator X
jest efektywniejszy od estymatora Z
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Estymator zgodny: estymator Z parametru 6 spetniajagcy warunek

lim,_, P{|Z, — 8] < &} =1, tzn. estymator zapewniajgcy, ze stosowanie
wiekszych liczebnosci préby poprawia doktadnosci szacunku.

Estymator dostateczny: estymator Z wykorzystujgcy wszystkie informacje

(wszystkie dane) zawarte w prébie (np. mediana z préby nie jest
estymatorem dostatecznym, gdyz zalezy tylko od jednej lub dwdch
,srodkowych”danych z préby).

Estymator nieobcigzony: estymator Z spetniajgcy réwnos¢ E(Z) = 0,

oznaczajgcy, ze Z szacuje nieznang wartos¢ 8 parametru populacji bez
btedu systematycznego.
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Cel pobierania proby, u

Srednia z proby, X
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Estymacja przedziatlowa polega na szacowaniu nieznanego parametru
populacji poprzez budowe przedziatu, ktéry z zadanym 1z gory
prawdopodobienstwem pokrywatby nieznang wartos¢ parametru.
Poszukiwany w zadaniu przedziat nazywany jest przedziatem ufnosci, za$s

ustalane a priori prawdopodobienstwo, z ktorym przedziat ufnosci ma
pokrywacé nieznang wartosS¢ parametru, nosi nazwe wspofczynnika ufnosci
(poziomu ufnosci).
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I X przedziaty ufnosci
> wyznaczone
X| dzieki réznym
- probom
-z |
X
! Y,

Z matym /

prawdopodobienstwem «
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Table 1a. Age-adjusted prevalence of diagnosed and undiagnosed diabetes among adults aged =18 years,
United States, 2011-2014

Characteristic Diagnosed diabetes Undiagnosed diabetes Total
Percentage (95% Cl) Percentage (95% Cl) Percentage (95% Cl)
Total 8.7 (8.1-9.4) 2.7(2.3-3.3) 11.5(10.7-12.4)
Sex
Women 8.5 (7.5-95) 23(1.8-3.1) 108 (9.8-11.9)
Men 9.1 (B4-99) 3.2 (2.4-43) 123 (113-13.4)
Race/Ethnicity
Asian, non-Hispanic 10.3 (8.6-12.4) 57 (4.0-8.2) 160 (13.6-18.9)
Black, non-Hispanic 134 (12.2-14.6) 44 (3.0-6.2) 177 (15.8-19.9)
Hispanic 11.9(103-13.7) 45(3.2-6.2) 164 (14.1-18.9)
White, non-Hispanic /3 (66-8.1) 20(1.5-26) 93 (8.4-10.2)
Education
Less than high school 11.4(9.9-13.1) 4.1 (3.0-5.6) 155(13.5-17.7)
High school 103 (8.3-12.0) 3.2(24-42) 135(119-15.2)
More than high schoal 74 (66-84) 22(16-3.0) 96 (B.6-10.7)

Cl = confidence interval.
Data source: 2011-2014 National Health and Mutrition Examination Survey.

https://www.cdc.gov/diabetes/pdfs/data/statistics/national-diabetes-statistics-report.pdf
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Szacowanym nieznanym parametrem jest nieznana srednia populacji
(. Szacowanie odbywa sie na podstawie Sredniej X z proby
zawierajacej n elementéw. Srednia z préby X jest zmienng losowa: o

wtasnosciach wyspecyfikowanych na nastepnym slajdzie.




Mm Estymacja przedziatowa sredniej

AGH (centralne twierdzenie graniczne)

a) E(X)=u
Wszystkie srednie z prob grupujg sie wokot rzeczywistej sredniej
populacji

b) o2(%) = "72

o - prawdziwa wariancja populacji, n - liczebnosc¢ proby

Srednie z préb maja tym mniejszy rozrzut im wieksza jest préba, a tym
wiekszy rozrzut, im wiekszy jest rozrzut w populacji generalnej.

c) Jezeli rozktad populacji jest normalny, to rozktad sredniej z proby tez
jest normalny.
Jezeli nawet rozktad populacji odbiega od normalnego, to rozktad
sredniej z proby w miare wzrostu n zbliza sie do rozktadu normalnego
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rozktad populacji:
Srednia p
wariancja ¢°

= -
H X

rozktad $redniej z proby x:

|

|

: Sredniap
| wariancja —
n
|
|
|
]

=
e
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Rozkiad Normalny Jednostajny | Prawoskosny
macierzystej
populacji /

e YAVAVAN
AVAVAN

Rysunek 5.6. Znaczenie centralnego twierdzenia granicznego:
rozktad éredniej z préby, X, dla réznych populacji i roznych
liczebnosci proby




@LM Rozktad sredniej z proby

Gestosc
A s
(' Rozktad zmiennej X
przy n = 16
/ Rozkiad zmiennej X
przy n = 4
LT Rozkiad zmiennej X
przy n= 2
e
Rozktad normalny
( w populaciji)
[ — — » Wartosc¢

7

Rysunek 5.4. Normalny rozktad w populacji i rozktad sredniej z préby, X,
o roznej liczebnosci
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Z faktu, ze X ma rozktad normalny lub zblizony do normalnego nie mozna
bezpoérednio skorzystaé, bo ¢ populacji nie jest znana. Wykorzystujemy
statystyke t:

X—U

S
Vn
S

N Odchylenie standardowe sredniej z proby zwane bfedem

standardowym sredniej

t =

Statystyka t ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach swobody
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A

1-a
3 o
2 2
t -
w1 Yn-1)

Z duzym prawdopodobienstwem 1 — a zmienna t wyznaczona z proby
znajduje sie w przedziale:

—alin-1) <t < gtmn-1)

at(n—1) - wart. krytyczna odczytana z tablic
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“altn-1) <t <gln-1)

uwzgledniajac, ze

X—u
t = S
Vn

mamy
X—HU
_at(n—l) < S < at(n—l)

Vn

tn_11 S t(h_1) S

__a(nl) <‘u<f+a(n1)
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7 at(n—l) S at(n—l) S

< < x+
V- N

Tak okreslony przedziat ufnosci z prawdopodobienstwem 1 — a obejmuje
A

nieznang wartosc u.

nieznany rozktad
populacji

y

prawdopodobienstwem o

K
X
[
' X przedziaty ufnosci
H—+—
| wyznaczone
X dzieki réznym
—t— prébom
v |
X
/ :
Z matym :
[
[
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Na ogot poziom ufnosci 1—a wynosi 0.9, 0.95, 0.99.
Im blizszy 1 jest wspotczynnik ufnosci, tym szerszy przedziat ufnosci.

Dla duzych préb (n > 100) zamiast statystyki t stosuje sie
statystyke u:

majgcg standaryzowany rozktad normalny.

Woweczas przedziat ufnosci dla sredniej jest okreslany jako:

JUS JUS

< < x+
N Jn

X —



MUJ Estymacja przedziatowa $redniej

AGH

Wartosci krytyczne ,u rozktadu normalnego standaryzowanego

1—«a a U
0.9 0.1 1.645
0.95 0.05 1.960
0.99 0.01 2.576
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Wiek pacjentek z nowotworem szyjki macicy w pewnym szpitalu w Algierii

wiek Ii?zba prsz:):z?:fu b= sk E:
pacjentek wiekowego ((C)-50.9)**2 (D) * (B)

(A) (B) (€) (D) (E)
20-25 3 22,5 806,6 2419,68
25-30 10 25,5 645,2 6451,6
30-35 38 32,5 338,6 12865,28 Srednia z proby: 50,9
35-40 71 37,5 179,6 12748,76 Wariancja z proby: 141,6
40-45 117 42,5 70,6 8255,52 Odchylenie stand. z préby: 11,9
45-50 100 47,5 11,6 1156 Btad stand. $redniej: 0,5
50-55 89 52,5 2,6 227,84 Szer. 99% przedz. ufnosci sr.: 1,2
>>-60 /> 27,5 43,6 3267 Dolna granica przedz. ufnosci.: 49,7
60-65 70 62,5 134,6 9415,2 Godrna granica przedz. ufnosci.: 52,1
65-70 59 67,5 275,6 16258,04 P—
2075 51 725 466.6 9797 76 Szer. 95% przedz. ufnosci sr.: 0,9
275.80 11 775 707.6 7783.16 Dolna granica przedz. ufnosci.: 50
80-85 1 825 998,6 998 56 Gorna granica przedz. ufnosci.: 51,8
85-90 2 87,5 1339,6 2679,12
Suma 667 94327,52
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Proba polegata na wykonaniu n doswiadczen, z ktérych r dato wynik
pozytywny (sukces).
Frakcja obliczona z préby:
T
p= n

jest estymatorem nieznanego parametru m (prawdopodobienstwo sukcesu)
populacji generalnej, przy czym:

E(p)=m
o2(p) = m(1l— m)

n
zas$ zmienna r = p n ma rozktad dwumianowy.

Rozktad ten w miare wzrostu wielkosci proby n zmierza do rozktadu
normalnego.
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Zatézmy, ze proba jest duza (n > 100) oraz nieznany parametr m nie jest
zbyt maty (r > 0.05 ). Wowczas przedziat ufnosci dla m ze wspoétczynnikiem
ufnosci rownym 1 — a jest okreslony jako:

p(1—p)
\ n

pt,u

og(p) = p-p) - Btad standardowy frakcji

n

Jesli zatozenia powyzsze nie sg spetnione, nalezy wykorzystac informacje o

rozktadzie dwumianowym (patrz [Parker]).
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Przyktad: Wylosowano 150 studentow pewnej uczelni, z nich 105
palito tyton.
105
n = 150 r =105 p—E—OJ
0.o5U = 1.96
1 —
U P P) = 0.073 = 0.07
\ n
m=0.7+0.07

0.63<m<0.77
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Wszelkie sposoby wnioskowania dotyczace wariancji sg znacznie
bardziej czute na odchytki rozktadu rzeczywistego populacji od
rozktadu normalnego, niz metody dotyczgce sredniej. Nalezy wiec
najpierw sprawdzi¢, czy mozna uwazag, iz probka zostata wylosowana
z populacji o rozktadzie normalnym.

Przyktad: Wylosowano 2000 prébek 5-elementowych w populacji o
rozktadzie skokowym réwnomiernym (10 cyfr od 0 do 9 =z
prawdopodobieistwem 1/10 dla kazdej cyfry). Uzyskano 2000 $rednich x z
tych prébek oraz 2000 oszacowar wariancji s%.0to histogramy $rednich i
wariancji wraz z rozktadami teoretycznymi.
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HISTOGRAM SREDNICH Z PROBY
A
300 + rozklad normalny
200 + / \
N
[\
/ \
100 —+ // \\ dos¢ dobra
N zZgodnosc
A
T ChE -
2,5 4,5 6,5 X
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HISTOGRAM WARIANCJI Z PROBY

/" rozklad Xi}
300 +

200 \

100 + AN

J e

400
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Estymatorem nieznanej wariancji populacji o jest nieobcigzony estymator
s%, przy czym:

E(s?) = ¢*

0.2

%(s%) =

n—1
gdzie: n - liczebnos¢ proby
Statystyka y?:
,  (n—1)s?

X 2
o
ma rozktad y?> o n — 1 stopniach swobody
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b foo)
1-x
o o
2 \>/ 2
C C X
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Przedziat ufnoéci dla 6% ze wspotczynnikiem ufnosci 1 — a  okreélamy

jako:
(n — 1)s? n—1)s?
<ol < ( )
() 1
Ci =, a y? oraz ¢, = a y? - wartosci krytyczne odczytane z tablic
1712 X(n-1) 2 EX(n—l) yty y
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Jezeli dysponujemy duzg probg (n > 100) pobrang z populacji o rozktadzie
normalnym lub zblizonym do normalnego, to na podstawie estymatora s
wyznaczonego z tej proby mozemy w przyblizeniu oszacowaé odchylenie
standardowe o populacji wedtug ponizszej zaleznosci:

S S
- au<6< U
\V2n Van

gdzie ,u jest wartoscig krytyczng standaryzowanego rozktadu normalnego.
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Szacowanie niezbednej liczby doswiadczen przy estymowaniu sredniej

WykonaliSmy ng pomiarow. Na podstawie ng-elementowej proby
probujemy oszacowacd jaka jest niezbedna liczba pomiaréw, aby uzyskac z
gory zatozong szeroko$¢ d przedziatu ufnosci dla sredniej.

Xx+d - przedziat ufnosci
s s% ,t?
d = ol = stad n=-—;

s° 4t -napodstawie ny pomiarow

Nalezy jeszcze wykonac okoto n — ny pomiarow
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Przyktad: W badaniu taksonomicznym chcemy oszacowa¢ dtugosc
okreslonej struktury z danej populacji z doktadnoscig +1.00 mm przy
poziomie ufnosci 0.95. Po wykonaniu 26 pomiarow oszacowano odchylenie
standardowe, ktére wynosito 4 mm. lle pomiaréw nalezy jeszcze wykonac?

d = 1, S = 4, 0.0St(ZS) = 206, Nng = 26

~ (2.06)% 4%

5 =69.32 = 70

n

Nalezy jeszcze wykonac¢ okoto n—mny =70 — 26 =44 pomiary.
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Szacowanie niezbednej liczby doswiadczen przy estymowaniu frakcji

p *+ d - przedziat ufnosci

1_
d= u p(n p)
\
_ufp(1-p)
n = d2

p (1 — p) - okreslane na podstawie n, doswiadczen

Nalezy wykona¢ dodatkowo n —ny; doswiadczen.
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Przyktad: Przeprowadzono wywiad z 150 studentami. Z tego 105 palito
systematycznie tyton. Z iloma studentami nalezy dodatkowo przeprowadzic

wywiad, aby oszacowac procent palgcych z doktadnoscig co najwyzej +3%
przy wspotczynniku ufnosci 1 — a = 0.95

ng = 150 p=12=07 u=196  d=0.03

~ (1.96)%-0.7-0.3
" T (0.03)2

= 896.4 =~ 3897

Nalezy jeszcze dodatkowo rozmawiac z okoto n —ny = 897 — 150 = 747
studentami.
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Przyktad c.d. (to samo zadanie dla innych wymagan): Przeprowadzono

wywiad z 150 studentami. Z tego 105 palito systematycznie tyton. Z iloma
studentami nalezy dodatkowo przeprowadzi¢ wywiad, aby oszacowad
procent palagcych z doktadnoscia co najwyzej] +2% przy wspotczynniku
ufnoscil — a = 0.95

ng = 150 p=-2=07 u=196  d=0.02

~ (1.96)%:0.7-0.3
B (0.02)2

n = 2016.8 = 2017

Nalezy jeszcze dodatkowo rozmawiac z okoto n —ny = 2017 — 150 =
1867 studentami.
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Przyktad c.d. (jeszcze raz to samo zadanie, ale dla innych danych):

Przeprowadzono wywiad z 150 studentami. Z tego 75 palito systematycznie
tyton. Z iloma studentami nalezy dodatkowo przeprowadzi¢ wywiad, aby
oszacowal procent palacych z doktadnoscia co najwyzej +2% przy
wspotczynniku ufnosci 1 — a = 0.95

ng = 150 p=—-=0.5 u=196  d=002
(1.96)%-0.5-0.5
n = = 2401

(0.02)2

Nalezy jeszcze dodatkowo rozmawiaé z okoto n —ny = 2401 — 150 =
2251 studentami.
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Przyktad c.d. (jeszcze raz to samo zadanie, ale dla innych danych):

Przeprowadzono wywiad z 150 studentami. Z tego 75 palito systematycznie
tyton. Z iloma studentami nalezy dodatkowo przeprowadzi¢ wywiad, aby
oszacowac procent palgcych z doktadnoscia co najwyzej +2.5% przy
wspotczynniku ufnosci 1 — a = 0.90

ng = 150 p=—"-=0.5 u=1645 d=0025

~ (1.645)%:0.5- 0.5

00z5 - 10824 ~ 1083

n

Nalezy jeszcze dodatkowo rozmawiaé z okoto n —ny = 1083 — 150 =
933 studentami.
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Przykiad c.d. (jeszcze raz to samo zadanie, ale dla innych danych):

Przeprowadzono wywiad z 150 studentami. Z tego 105 palito
systematycznie tyton. Z iloma studentami nalezy dodatkowo przeprowadzic
wywiad, aby oszacowaC procent palgcych z dokfadnoscia co najwyzej
+2.5% przy wspotczynniku ufnosci 1 — a = 0.90

ng = 150 p=122=0.7 u=1645 d=0.025

~ (1.645)%:0.7- 0.3
B (0.025)2

n = 876.4 =~ 877

Nalezy jeszcze dodatkowo rozmawiac z okoto n —ny =877 — 150 = 727
studentami.



