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@M Testy statystyczne

Zasadniczg domeng statystyki jest weryfikacja
hipotez statystycznych, czyli pewnych przypuszczen
dotyczacych rozktadu populacii.

Hipotezy:

e Parametryczne - dotyczg wartosci parametrow
rozktadu populacii.

e Nieparametryczne — dotyczg typu rozktadu
populaciji.

Proces weryfikacji hipotezy nosi nazwe testu

statystycznego. Gdy weryfikacji podlega hipoteza
parametryczna mowimy o tescie parametrycznym.




@M Testy statystyczne

Hipoteza zerowa H, — podstawowa hipoteza
statystyczna sprawdzana danym testem.

Hipoteza alternatywna H,; - hipoteza konkurencyjna
w stosunku do hipotezy zerowej (jezeli odrzuca sie
hipoteze zerowg, to przyjmuje sie hipoteze
alternatywna).

Btad pierwszego rodzaju polega na odrzuceniu

hipotezy podstawowej (zerowej), ktora jednak jest
prawdziwa.

Btad drugiego rodzaju polega na przyjeciu hipotezy
podstawowej (zerowej), ktora jednak jest fatszywa.




@M Testy statystyczne

Btad pierwszego rodzaju polega na odrzuceniu hipotezy
podstawowej (zerowej), ktora jednak jest prawdziwa.

Btad drugiego rodzaju polega na przyjeciu hipotezy
podstawowej (zerowej), ktora jednak jest fatszywa.

Poziom istotnosci a. — to prawdopodobienstwo
popetnienia btedu pierwszego rodzaju (np.
0.05, 0.01, 0.1).

Moc testu 1- - to prawdopodobienstwo
niepopetnienia btedu drugiego rodzaju (P -
oznacza prawdopodobienstwo popetnienia
btedu drugiego rodzaju)




@M Testy statystyczne

Uwagi: testowanie hipotezy statystycznej nie jest
tozsame z logicznym udowadnianiem jej prawdy lub
fatszu. Hipoteza zerowa jest pewng naszg , teorig”.
Jesli ,,rzeczywistosc” reprezentowana przez probe nie
zgadza sie z teorig, to powinnismy teorie (czyli
hipoteze zerowa) odrzuci¢. Czynigc tak musimy
wiedziec, ze bardzo rzadko, ale jednak czasem (z

prawdopodobienstwem niewielkim a) hipoteza

zerowa rzeczywiscie jest stuszna, a tylko wynik proby
przypadkowo odbiega od niej.



Mm Testy statystyczne

AGH

H,: oskarzony jest niewinny

H,: oskarzony jest winny

Odbywa sie przewod sadowy. Sedzia moze:

1) uznac, ze wina zostata udowodniona i wydac¢ wyrok
skazujacy, tzn. przyjac H, odrzucajac Hy
(popetniajac przy tym btad
z prawdopodobienstwem a),

2) uznac, ze wina nie zostata udowodniona, co nie jest
rownowazne z przyjeciem, ze oskarzony jest
niewinny, tzn. moze orzec, ze nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy H, (co nie znaczy: przyjac
Hy).

D




@M Testy statystyczne

Na ogot hipotezy zerowe nie sg tymi, na ktorych
badaczowi szczegolnie zalezy. Formutowane sg one
zwykle w sposob ,,neutralny”, np. ze nie ma rdznic
miedzy dwiema populacjami, ze nie ma zwigzku
miedzy dwoma zjawiskami. Sq one na ogot mato
konstruktywne i nietwdrcze dla badacza -
eksperymentatora. Jemu witasnie zalezy na
wykazaniu istnienia réznic, zwigzkow i zaleznosci
wzajemnych. Badacz na ogodt pragnie obalenia
niechcianej neutralnej hipotezy zerowej i przyjecia
porzgdnej hipotezy alternatywnej. I do takiego
wiasnie postepowania znajduje w statystyce bardzo
dobre narzedzie.



Il'.l_' = Il'.'.' o

M]ﬂ Testy statystyczne

AGH

Ogolny schemat przeprowadzenia parametrycznego testu
statystycznego (test istotnosci) przedstawiono na schemacie
blokowym z nastepnego slajdu.

Komentarze dotycza testu istothosci dla sredniej:

Ho: 1= Yy (1 — wartos¢ ustalona)

Hio po# [

a = o, (o — wartosc ustalona)

Populacja o rozktadzie normalnym lub zblizonym.

Proba o liczebnosci n.



Sformutowanie:
He, Hs Préba Populacja
Okreélenie 0

rozklad normalny
A G H lub zbli zon
Poziom alo2enie vp
istostnosci | | © prawdziwosd Parametry rozktadu
a He proby opulacji
np.a - 0.05 wartosci
n - liczebno&é obserwacjl
Statystyka wartoéci X, s
i e e " 7 losow. niezal.
B R J Rozktad |e
rachunku o] reitnl Pt .
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tak Czy wartos¢ Z nie
nalezy do Q
te€Q te€Q
Odrzucenie He "g: :)“dar gjﬁﬁ:“’
Przyjecie H Ho




MWJ Testy statystyczne - procedura
AGH postepowania

1) Sformutowanie hipotezy H,, hipotezy H,;, okreslenie poziomu istotnosci a.

2) Ewentualne sprawdzenie typu rozktadu lub innych zatozen.

3) Zbudowanie statystyki Z i okreslenie rozktadu tej statystyki przy zatozeniu
prawdziwosci Hy oraz uwzglednienie parametrow proby
(np. liczebnosci) i ewentualnie parametrow populac;ji.

4) Okreslenie w rozktadzie statystyki Z (przy uwzglednieniu wartosci a) tzw.
obszaru krytycznego Q, tzn. zbioru takich wartosci Z, ktére sg bardzo mato
prawdopodobne (prawdopodobienstwo a) jezeli sg spetnione wszystkie
zatozenia, w szczegdlnosci zatozenie prawdziwosci hipotezy H,.

P(Z€e)=a

5) Obliczenie wartosci statystyki Z na podstawie préby.

6) Sprawdzenie, czy wyznaczone Z nalezy do obszaru krytycznego. Jesli tak —
odrzucamy H, przyjmujac H;, jesli nie — nie ma podstaw do odrzucenia H,.



Mm Test istotnosci dla sredniej

AGH

e Populacja ma rozktad normalny o $redniej i i wariancji 6% (1 i 6% — nieznane).
e Proba o liczebnosci n jest losowana niezaleznie.
e Poziom istotnosci a.

Ho: it = U (1o — konkretna liczba)
Hy: o # py (test dwustronny)

X — Srednia z proby,

s - odchylenie standardowe z préby,
Rozktad t dla prawdziwej H,.
Odrzucamy Ho gdy [t| = 4 tn—1)

ot(n-1) — wartos¢ krytyczna rozktadu t dla danego a w tescie dwustronnym



“m Test istotnosci dla sredniej
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Mm Test istotnosci dla sredniej

AGH

Ho: = g fit)




Mm Test istotnosci dla sredniej

AGH

Ho: 1 = Uy fit)

Hi: it > pg
1-ax test prawostrorry
\ x
2a=ir-1)




mmﬂ Test istotnosci dla sredniej

AGH

Przyktad: W doswiadczeniu biochemicznym bada sie czas zycia zywych
komorek w toksycznym srodowisku. Rozktad tego czasu mozna uznac za
normalny. Dokonano 8 pomiardow i otrzymano nastepujgce czasy zycia
komorek: 4,7; 4,0; 3,8; 6,2; 5,5; 4,5; 6,0 [godz.]. Dla a = 0,05 sprawdzi¢
hipoteze, ze Sredni czas zycia komorek wynosi 4 godziny:

S
Ho = 4‘,0 — = 0,315
=050 n
n =8 t=3,17
trny = 2,365
s =0,794 0,057
lt] =005 t(7)

Sredni czas zycia jest istotnie rézny od 4,0 godz.
Przedziat ufnoscidla 1l — a = 0,95 wynosi 50+0,75
| nie obejmuje wartosci hipotetycznej 4,0 godz.
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M] Test roznicy miedzy dwoma srednimi

Z dwoch populacji o rozktadach normalnych oraz takich samych wariancjach

wylosowano niezaleznie proby o liczebnosciach n; i n,. Zweryfikowac
hipoteze méwiacy, ze srednie w obu populacjach sg rowne.

Ho: 1 = Uy
Hi: g + Uy -
X1 — X
L= 11 21
2
\/S (n1+n2)
gdzie:

, (= Dsf + (ny — 1)s?

T T T D+ (- D)

X{ — srednia z proby 1-szej populacji,
X, — Srednia z préby 2-giej populacji,
nq — liczebnos¢ proby 1-szej populacji,
n, — liczebnos¢ préby 2-giej populacji,

512 — wariancja z proby 1-szej populacji,

S% — wariancja z proby 2-giej populacji.

Statystyka t ma rozktad t-Studenta
o mny + n, — 2 stopniach swobody.

Ho odrzucamy, gdy [t| = 4 L, 4n,-2)




Mm Test roznicy miedzy dwoma srednimi

AGH

Gdy nie mozna zatozy¢ rownosci wariancji w obu populacjach
stosujemy statystyke t:

X1 — X2

t =

2 2
51 4 52

ny np

\
ktoéra ma rozktad t-Studenta o liczbie swobody v danej wzorem:

2
st 53
ny np

2 2

() w2 77
ny) ny+1 n,) n, +1

Ho odrzucamy, gdy [t]| =, tp).

V= — 2




Mm Test dla danych sparowanych

AGH

Czasem mamy do czynienia z dwoma probami, ktére mozna traktowac jako
zbiory obserwacji dotyczgcych tych samych obiektow. Przyktadowo niech x;
oraz y; bedg wartoSciami pewnej cechy oznaczonej u n pacjentow,
odpowiednio przed i po kuracji. Wowczas zamiast liczy¢ srednie osobno z
wynikow przed oraz po kuracji i testowac hipoteze Ho: 1, = p,, lepiej jest
najpierw dla kazdego pacjenta (obiektu) obliczy¢ roznice:

Zi = Xi — Vi

a nastepnie weryfikowac hipoteze o tym, ze wartosc¢ sSrednia roznic w catej
populacji jest rowna zeru.

Ho: U, = 0



MJ Test dla danych sparowanych

Zi = Xi — )i
HO:,uZ =0

Jest to tzw. test dla danych sparowanych. Obliczamy statystyke t:

Z
t =—+/n
SZ

gdzie:
Z —wartosc¢ srednia rdznic z préby.

2z - 2)?
%z = n—1

Statystyka t ma rozktad t-Studenta o n-1 stopniach swobody.

Ho odrzucamy, gdy: |t| =, t—1)-
D



Mm Test dla danych sparowanych
AGH - przyktad

Przyktad: W probie klinicznej nowego srodka do leczenia anurezy kazdy z

29 pacjentow przez 14 dni otrzymywat lek, a przez inne 14 — placebo.
Kolejnos¢ przyjmowania tych srodkéw byta u kazdego pacjenta ustalana
losowo. Uzyskane wyniki obserwacji na nastepnym slajdzie.




Liczba ,,suchych” nocy (na 14 badanych) u pacjentow

Lll JJJ otrzymujgcych lek i placebo.

AGH Lp. Lek  Placebo RO:_r;:ca lp. Placebo Lek Rolinplca
1 8 5 3 12 11 L
3 14 10 4 5 5 2 ,
4 8 0 8 13 9 2
6 9 7 2 10 8 g 0
7 11 6 5 1 g 5 .
9 5 -2 14 4 g 4
11 0 6 15 8 14 6
13 0 0 0 17 5 A ,
16 13 12 1 20 8 13 5
18 10 2 8 23 9 7 5
19 7 > 6 . 10 ;
21 13 13 0 59 = 2 B
22 10 2
24 7 7 0
25 9 0 9
27 10 6 4
28 2 2 0




MJ Test dla danych sparowanych
- przyktad

tl\

AGH

n =29
z=2,172
s2 = 11,005
t = 3,53
0,05t (28) = 2,048
t > Chryt

Rdznica miedzy skutecznoscig leku a placebo jest istotna.



mJJ Test istotnosci dla wariancji

Pobrano probe o liczebnosci n z populacji o rozktadzie normalnym.

Hp: 0% = o5
H;: 6% > o}

(test jednostronny, na ogot tylko wariancja wieksza od pewnego progu jest
niekorzystna)

_ 2
2 = s gdzie: s
90

2

— wariancja z proby

Ho odrzucamy, gdy: y? > aX(zn_1)-




Mlﬂ Test istotnosci dla wariancji

AGH

AT ?)




Rozktady y?

zrodio [Wikipedia]

l

F
_

AGH
T
0.8 — k=1 =
L — k=
k=
n —k=4 -
0.4} .
0.2 =




Mm Poréwnanie dwoch wariancji
AGH

Z dwoch populacji o rozktadach normalnych wylosowano proby
o liczebnosciach n; i n,. Badamy:

Ho: a% = a%
H.: 6% > 05
(test jednostronny)
SZ
F = é gdzie: s%, s% —wariancje z prob.

(Zawsze umieszczamy wiekszg z wariancji w liczniku i oznaczamy
jako s ).
(n1—1)
atny-1)
D

Ho odrzucamy, gdy: F >



Mlﬂ Porownanie dwoch wariancji
AGH

A f(F)




MJ Rozktady F Snedecora

zrodto [Wikipedia]

tl\

AGH
O —
N
o _|
o _ — d1=2, d2=1
T ——  d1=5, d2=2
d1=100, d2=1
e N d1=100, d2=100




M] Porownanie dwoch wariancji
i dwoch srednich (przyktad)

lll

AGH

Przyktad: Zmierzono w dwdch ulach srednice komorek plastra

zbudowanego przez pszczoty. Dla 7 wylosowanych komoérek z plastra z
pierwszego ula otrzymano wyniki (w mm): 5,36; 5,20; 5,28; 5,16; 5,30; 5,08;
5,23; analogicznie dla drugiego ula otrzymano: 5,15; 5,04, 5,30; 5,22; 5,19;
5,24; 5,12. Na poziomie istotnosci & = 0,05 zweryfikowac hipoteze, ze
srednie dtugosci srednic komédrek na plastrach pochodzacych z dwoch
roznych uli sg rowne.




MJ Porownanie dwoch wariancji
i dwoch srednich (przyktad)

ll\

AGH

1) Sprawdzamy, czy mozna uznac, ze wariancje Srednic w obu plastrach sg

rowne
0,008767
n=ny; =7 F=- = 1,201
0,0073
Zawsze w liczniku wieksze oszacowanie
X, = 5,18 wariancji!
s = 0,008767 00sF; = 4,28
s5 =0,0073 F < Firye,

Nie mozna odrzucic¢ hipotezy o rédwnosci wariancji srednic komorek.



“m Porownanie dwoch wariancji
i dwoch srednich (przyktad)

lll

AGH

2) Zaktadamy wiec, ze wariancje sg rowne i obliczamy:
~6-0,008767 + 6-0,0073
- 12

523 —-5,18

\/ 0,00803 - (% + %)

0,05 t(12) — 2,179

SZ

= 0,00803

|t| < tkryt.

Nie mozna odrzucic hipotezy o rownosci srednich Srednic komorek.



Mm Test istotnosci dla frakcji

AGH

Populacja ma rozktad dwupunktowy z nieznanym prawdopodobieristwem sukcesu rt. Na
podstawie duzej (n > 100) proby losowanej niezaleznie weryfikuje sie hipoteze:

Ho:n =1
Hy: T # m

S| =

r — liczba sukcesoéw,
n — liczba doswiadczen
p — frakcja z préby.

Stosujemy statystyke u:
p — Ty

\/ﬂo(l — )

n
u ma w przyblizeniu rozktad normalny standaryzowany, Hy, odrzucamy gdy: |[u| =, u.

u =




Mm Porownanie dwoch frakcji

AGH

Z dwéch populacji o rozktadzie dwupunktowym i nieznanych prawdopodobienstwach
sukcesu 1q i T, pobrano dwie duze prdby o liczebnosciach ny in, (n; > 100,n, > 100).

W probie o liczebnosci n; pochodzacej z populacji pierwszej stwierdzono r; sukcesow, w
probie drugiej r, sukcesow.

T
1 2
H1:7T1:'t77:2 nq nzn +n
1 2
T
P2 = — —
1, = P1— D2
1_
o \/p( - p)
p=—""—
n1+n2

Statystyka u ma rozktad zblizony do standaryzowanego rozktadu
normalnego. Hyodrzucamy gdy: |u| =, u.



Mm Test McNemara

AGH

Czasami dysponujemy obserwacjami tworzgcymi N par. Kazda para
obserwacji zwigzana jest z tym samym obiektem. Para obserwacji to
wynik dwu doswiadczen, z ktorych kazde moze zakonczyc sie sukcesem.

Proba 2
Sukces Porazka
Proba 1 Sukces k r k + 1
Porazka s m s+m
k+s r+m N




MJ Test McNemara
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Proba 2
Sukces Porazka
Préba 1 Sukces k r k+r
Porazka S m Ss+m
Frakcja sukcesu: k+s r+m N
Sy . r+k S k+s
w prébie 1: ~ w proébie 2: T
L. k+r k+s r—S
Badamy rdznice — =
N N N
Ho: m — Ty = 0
H,: Ty — Ty + 0
r—S
u =
N+ S

Statystyka u ma rozktad zblizony do normalnego standaryzowanego. Hg
odrzucamy gdy |u| =, u. Przedziat ufnosci dla réznicy frakcji:

r—S N+ S

+ u
N ¢ N
D
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Test McNemara

Przyktad: Sto probek plwociny posiano na dwdch podtozach Ai B.
Zadanie polega na poréwnaniu zdolnosci obu podtozy do wykrywania
pratkow gruzlicy. Wyniki przedstawiono w tabeli:

Podtoze B
+ - Razem

. 40 24 64

k r k+r
Podtoze 10 26 36

A ) S m S+m

50 50 100

Razem

k+s r+m N




MJ Test McNemara

AGH
Podioze B r =24
+ - Razem
. 40 | 24 64 s =10
k r k+r
Podtoze 10 | 26 36 N =100
A ) S m s+m 24 — 10
50 | 50 | 100 r—=s «x—1U
Razem cis | rem | N - 100 0,14
Hipoteze o jednakowej przydatnosci obu podtozy nalezy 24 — 10
., : , . (. = = 2,401
odrzuci¢ dla a=0,05. 95% przedziat ufnosci dla roznicy u ’
TS . V24 4+ 10
czestoscl — wynosi:
N 0,0511, = 1,960

24-10 + 1,96v24+10
100 — 100

0’0111, = 2,576

Dla @ = 0,01 hipotezy zerowej nie da sie odrzucic.




