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MHIJJ ANOVA — analiza warianciji

AGH

~WWszystkim ludziom zyjgcym dzis, dnia 17 czerwca 1579, wiadomym
czynimy, ze z Bozej Laski i w imieniu Jej Krolewskie] Mosci
Krolowej Anglii oraz Jej spadkobiercow obejmuje w posiadanie na
zawsze to krolestwo, ktérego krol oraz lud dobrowolnie zrzekajg
sie swoich praw i tytu’row do ziemi na rzecz Jej Krolewskiej Mosci,
ktore to krolestwo zostato przeze mnie nazwane | ma by¢ przez

wszystkich zwane pod nazwg Nova Albion”.
Francis Drake

W lecie 1936 roku na wzgorzach otaczajgcych Point San Quentin i
zatoke San Francisco natrafiono na mosiezng ptyte z
przytoczonym wyzej napisem..

W dzienniku okretowym, ktory Sir FranC|s Drake prowadzit w czasie
swoich podrozy dookota swiata, pisze on o doptynieciu w roku
1579 do bezpiecznego miejsca na lgdzie w celu poddania statku
remontowi, ktorym to Ilgdem byto wybrzeze potnocnej Kalifornii.
Wspomlna tez o pozostawieniu na nabrzezu ptyty upamietniajgce;
to wydarzenie...



Mmﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Metoda analizy wariancji, w ogdlnym przypadku, pozwala na

sprawdzanie czy pewne czynniki wywierajg wptyw na ksztattowanie
sie Srednich wartosci badanych cech mierzalnych (o charakterze
ilosSciowym). Jesli uwzglednimy jeden czynnik — zadanie sprowadzi sie
do porownania kilku srednich.

Mamy k grup obserwacji o charakterze ilosciowym. W kazdej i-tej
grupie dysponujemy probkg zawierajgcg n; obserwacji. Zaktadamy, ze
obserwacje w kazdej grupie maja rozktad normalny lub zblizony do
normalnego, zas wariancje we wszystkich grupach s3 rowne i
wynosza o° (o” nie jest znane).



lll

MJ Klasyfikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Grupa 1 2 i k Wszystkie
k
Liczba N =
obserwacji ™ 2 i e - Z "
i=1
V11 Y21 Vi1 Yk1
Wartosci Y12 V22 YVi2 Vie2
obserwacji : E : :
y1n1 yZnZ yink Yknk
nj k
Suma
wartosci I I Iy = Zyif T r'= ZTi
j=1 i=1
Srednia _ _ _ _ _
wartodci | YL | Y2 Yi=Ti/n Ye | Y=T/N
Suma i k
kwadratéw | S, Sy S; = Zyl%- Sk S = ZSi
y’ j=1 i=1




[llmﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

y; — J-ta obserwacja w i-tej grupie

MODEL ADDYTYWNY: y;= U+ €

Ui — prawdziwa Srednia w i-tej grupie

g;; — sktadnik losowy z zerowg wartoscia $rednig i stata wariancja o

Hipotezy w analizie wariancji w klasyfikacji pojedynczej

Ho: Wi=p2=... = Uj=... = Uy

H,: nie wszystkie srednie grupowe sg rowne



ﬂlmﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

MODEL ADDYTYWNY: y;=u+a; + g;

U — wartosc niezalezna od grupy

a; — wartosc ,,charakterystyczna” dla danej grupy, odpowiedzialna za
roznice systematyczne pomiedzy grupami.

g — sktadnik losowy z zerowg wartoscig srednig i statg wariancja o

Podziat u; na u + a; jest tak dokonany, aby
k

2ai= 0

i=1



A\L Istota ANOVA — przyktad

Populacje Legenda:
A Ell Odlegtosci wyni-
kéw obserwacji
A od $rednich
Z prob

Odlegtosci sred-
nich z préb od
sredniej ogodlnej

x;=115

X = 6,909
: 1 g
8 8 7 8 5 10 1T 12 13 14 Wartosel X

Rysunek 9.5. Odchylenia wynikéw obserwaciji trojkatow, kwadratow i kétek od srednich
z prob oraz odchylenia $rednich z prob od $redniej ogolnej

Podstawowa zasada ANOVA glosi, ze gdy $rednie w populacjach nie sg
sobie réowne, to ,,przecietne” odchylenie losowe (biad) jest stosunkowo maty
w poréwnaniu z ,przecietnym” odchyleniem zabiegowym.




llj Klasyfikacja pojedyncza -
ash porownanie Kilku srednich

z()’ij - ¥)? = E(Yij - ¥+ Z(yij — ¥)°
i i i

SK = SKWG + SKMG
Catkowita suma kwadratéw

TZ

SK= ) (yy - 77 =5- —
Lij

Suma kwadratéw wewnatrzgrupowa

2
N2 T;
SKWG = E (yvij — %) =S- E n—‘
: : l
lij l

Suma kwadratéw miedzygrupowa




[llmﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa (czyli wszystkie srednie grupowe s3

rowne), to istniejg trzy nieobciazone estymatory tej samej wartosci o> (0° -
wariancja identyczna we wszystkich grupach)

Sf=— Sit
T N—1 w

Jesli hipoteza zerowa nie jest prawdziwa, to Sﬁ/ jest nadal nieobcigzonym

estymatorem o°, za$ S wzrasta. Gdy Si znacznie przewyisza Sg,

H, trzeba odrzucic.
Sii

F = 7 H, trzeba odrzuci¢, gdy F >

(-1)
Fon-i)



lll

mﬂ Klasyfikacja pojedyncza —

acu  POrownanie kilku srednich
Zrédto Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
Zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Miedzy ] , SKMG _ Su
arupami SKMG k-1 St = P— F = 52
Wewnatrz SKWG Nk Sﬁ, _ SKWG
grup N—k
Catkowita SK N-1




ﬂ\mﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Gdy odrzucimy H, mozna testowac istotnosC¢ roznicy miedzy dwiema

wybranymi srednimi 7y, : 7y, stosujac test t:

t = y“,%yb — (roZnica jest istotna, gdy [t| = tn_i))
lub dla przypadku réwnolicznych grup (n; = n, = ... = n, = n) obliczyé

najmniejsza istotna roznice miedzy srednimi

S|

D= «tiv-k)Sw

N




[llmﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Przyktad: Czas krzepniecia osocza krwi mierzono 4 metodami. Osocze

pobrano od dziesieciu pacjentow i poddano czterem testom

Metoda 1 2 3 4
9,1 10,0 10,0 10,9
8,9 10,2 9,9 11,1
8,4 9,8 9,8 12,2
12,8 11,6 12,9 14,4
Ocena w 8,7 9,5 11,2 9,8
minutach 9,2 9,2 9,9 12,0
7,6 8,6 8,5 8,5
8,6 10,3 9,8 10,9
8,9 9,4 9,2 10,4
7,9 8,5 8,2 10,0
T; 90,1 97,1 99,4 110,2
Tl-2 8118,01 9428,41 9880,36 12144,04
V; 9,01 9,71 9,94 11,02




ﬂ\mﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

N=40;, T=396,0;, 5=4021,84

TZ
— = 3936,256
N
T?
2 — = 3957,082
- T
l
Zrédto Suma L|czba. Sredni | Stosunek ,,
. .. , stopni ... | Istotnosc
zmiennosSci | kwadratow kwadrat | wariancji
swobody
Miedzy TAK dl
. 20,826 3 6,924 3,85 d
grupami a=0,025
Wewnatrz | ¢4 758 36 1,799
grup
Catkowita 85,584 39

3
0,025 F((36)) = 3,51



ﬂ\mﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

n=10

0,05 t(36) — 2,029

’ 2
D= 2,029- /1,799 - 10 1,22

Dla a=0,05 istotne sg réznice miedzy
metodg 1 a metodg 4 oraz
metodg 2 a metoda 4 (ledwie, ledwie)

Dla uzyskania odpowiedzi na pytanie: czy wynik metody 4 istotnie odbiega
od sredniego wyniku metod 1, 2 i 3 nalezy zastosowa¢ badanie istotnosci

kontrastu liniowego.




ﬂ\mﬂ Klasytikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Dla uzyskania odpowiedzi na pytanie: czy wynik metody 4 istotnie odbiega
od sredniego wyniku metod 1, 2 i 3 nalezy zastosowac badanie istotnosci

kontrastu liniowego.

Kontrast liniowy okreslamy jako:

L= zﬂbif’i

gdzie: ), A4, = 0 itestujemy uzywajgc zwyktego testut przy k(n-1)

stopniach swobody




Il

AGH

Mozemy tez wykorzysta¢ metode analizy wariancji w schemacie:

Klasyfikacja pojedyncza —
porownanie kilku srednich

Liczba

Zrédto Suma ) . . Stosunek
. , . , stopni Sredni kwadrat o
Zzmiennosci kwadratow wariancji
swobody
2 2
Wzgledem L 2 — L 512
kontrastu L l¢ )2 I R R h=%
2 A — 2 A Sty
Wzgledem 12 SKMG L? 2
— S
innych SKMG — 1 k-2 12 A F, = —‘;1
kontrastow HZ Ai Si = n Siy
k — 2
Wewnatrz 5 SKWG
SKWG k(n—1 =
grup (n ) w k(‘l’l . 1)
Catkowita SK nk —1




I Klasyfikacja pojedyncza —
acu  POrownanie kilku srednich

Przyktad c.d.: Chcemy sprawdzi¢, czy sSrednia dla metody 4 odbiega istotnie od

srednich dla pozostatych metod badania czasu krzepniecia osocza krwi.
Konstruujemy kontrast liniowy:

L =3y4-y1-Y2- Y3

Mamy:
L =4,40

. Liczba . .

Zrodto Suma ) Sredni Stosunek

. . . , stopni . ..
zmiennosci | kwadratow kwadrat wariancji

swobody
1 _

Wzgledem 3,667 1 3,667 2,04 0,05 F36) = 413
kontrastu L
Wzgledem 2) _

innych 17,159 2 8,579 4,77 0,05 F(36) = 3,29
kontrastéw
Wewnatrz | o/ 758 36 1,799

grup
Catkowita 85,584 39

Kontrast nie jest istotny, inne kontrasty sg istotne. Jakie? Dlaczego?



“m Poréwnanie kilku wariancji
AGH (test Bartletta)

Przyjmujemy oznaczanie takie same , jak przy poréwnywaniu srednich z k
grup. Testujemy hipoteze zerowg mowigca ze wariancje w kazdej z grup s3

identyczne.

Hy: 6% =...= 0% =...= 0%
Hq: nie wszystkie wariancje sg identyczne

Zaktada sie, ze proba zostata pobrana z populacji o rozktadzie normalnym.




Porownanie kilku wariancji
@}J (test Bartletta)

Zaktada sie, ze proba zostata pobrana z populacji o rozktadzie normalnym.

Obliczamy:

n, 2 (2?;1%])2
it Vi — n,

B 3(k—1D|&n -1 N-—k
1=

M
C

si

Tll‘—l

7= i(n = 1)sf 7=
N -k

k
M= (N — k)lngz—Z(ni — 1) In s?

i=1
Jesli ZZ = a;{?k_l) to hipoteze o rownosci wszystkich wariancji odrzucamy.



Porownanie kilku wariancji
@}J (test Bartletta)

Przyktad (c.d.) Badamy réwnos¢ wariancji w grupach odpowiadajacych
poszczegdlnym metodom oznaczania czesci krzepniecia osocza. Mamy:

sZ =1,799
M = 2.9007
C =1.0462

7= 2,7726
0,05Z§ — 7,815

7 < Lyt

Wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o rownosci wariancji w grupach i
mozna byto zastosowa¢ metode analizy wariancji.



| Analiza wariancji w kiasyfikaci

ll\

AGH podwojnej
Brak efektu kolumn Efekt kolumn Brak efektu
kolumn
R T Bl g 436 S |44
>N < s %
g & < 2 o
X< '3 ~ 2 2
03 e £
(a 8] e o
I 4156 S |6|6|6
2 | Efekt kolumn > Efekt
& % kolumn
3 0
o |5 16]|7 < 5167
= &
6 | 7| 8 6|7 |8

Efekt interakcji



“m Analiza wariancji w klasyfikaciji

lll

AGH podwojnej
Wiersze\Kolumny | 1 2 j C Suma
1 i i Ry
2 - L Ry
: yUl yije, Ly :
| , Yiip: Vi R;
Tl]'Sl]I _____________________ :
r R,
Suma Cq C, G C. T
T = p 1yljp C} = r lTl] Rl = ]C—l Tl]

l =
r c

T:ZRi:z z _ yqp ;=Y y2,
i=1 j=1




Analiza wariancji w klasyfikacji
@! podwaQjnej

Przyjety model addytywny:

Yip = KUt a; + 0 + vy + &jp

Yijp — p-ta obserwacja w i-tym wierszu i j-tej kolumnie

U — wartosc stata

a; — odpowiedzialna za roznice pomiedzy wierszami

[; — odpowiedzialna za réwnice pomiedzy kolumnami

Yiji — odpowiedzialna za interakcje

Eijp — sktadnik losowy z zerowa wartoscig Srednig O i statq wariancja o

H,: (1) brak efektu wierszy
(2) brak efektu kolumn

(3) brak efektu interakgcji



Analiza wariancji w klasyfikacji
@H podwaQjnej

SK = SKMW + SKMK + SKI + SKR

SK — Catkowita suma kwadratow odchylen od sredniej ogdlnej
SKMW — Suma kwadratow odchylen srednich wierszy od sredniej ogdlnej
SKMK — Suma kwadratow odchylen srednich kolumn od sredniej ogdlnej

SKI — Suma kwadratow odchylen srednich z kratek od wartosci oczekiwanej
wyjasnionej efektami wierszy i kolumn

SKR — Resztowa suma kwadratow ( odchylen obserwacji wewnatrz kratki tabeli

od sredniej dla danej kratki)




Il

Analiza wariancji w klasyfikacji

AGH podwojnej
TZ
SK =§— — Zij T}, 2
N SKI = — — (SKMW + SKMK)
> R? T2 n N
SKMW = ncl m
3 C? T2 SKR = SK — (SKMW + SKMK + SKI)
SKMK = L — —
nr N
Z_rod’fo, | Sumal Liczba stopni ¢redni kwadrat Stos.une.lf
Zmiennosci kwadratéw swobody wariancji
i 2
Miedzy SKMW r-1 53 = MW Fp =&
wierszami r—1 S0
. SZ
Miedzy | SKIVIK 1 Sg _ SKMK F, oC
kolumnami c—1 Sg
Interakcj SKI (r-1)(c-1) | S? oK1 F St
nterakcja r-1)(c- = —
’ T o-De-1 | 1732
SKR
Reszta SKR N-rc &=
N —rc
Catkowita SK N-1




Analiza wariancji w klasyfikacji
@.J! podwaQjnej

Przyktad: Fragment danych z poprzedniego przyktadu. Rozwazmy 3 metody i
trzech pacjentow, zaktadamy, ze osocze pobrane od kazdego z pacjentow

badano kazdg metoda trzykrotnie.

r=3 c=3 n=3 N=27




| Analiza wariancji w kiasyfikaci

ll\

AGH podwojnej
Pacjenci\Metody 2 3 4 Sumy
T11 = 30,9 29,4 32,7
10,2 9,9 11,3
p 10,5 9,5 10,7 R, = 93,0
10,2 10,0 10,7
S11 =309 288,26 356,67
28,2 27,6 31,2
9,6 9,1 10,3
9 9,0 91 10,7 R, = 87,0
9,6 9,4 10,2
265,32 253,98 324,62
25,2 24,6 30,0
9,0 8,6 9,8
10 81 8,0 10,1 R; = 80,1
8,4 8,4 10,1
217,17 217,17 300,06
Sumy Cy =930 C, = 81,6 C3; =939 1=260,1




Il

Analiza wariancji w klasyfikacji

AGH podwojnej
. . Suma L|czba- Sredni | Stosunek .
Zmiennosé , stopni ... | Istotnosc
kwadratéw kwadrat | wariangji
swobody
Miedzy TAK
pajentami 9,26 2 4,63 >2,08 o=0,001
Miedzy TAK
metodami 7,14 2 457 01,41 a=0,001
Interakcja 0,74 4 0,185 2,08 NIE
Reszta 1,60 18 0,0889
Catkowita 20,74 26




Analiza wariancji w klasyfikacji
@}J podwaQjnej

Niektorzy autorzy [Blalock] polecajg (ja tez!) rozpoczaé¢ testowanie od
ilorazu wariancji F,. Przy braku podstaw do odrzucenia hipotezy o
nieistotnosci interakcji zalecajg oni sume kwadratow interakcji dodac¢ do
sktadnika resztowego zmieniajgc odpowiednio liczbe stopni swobody

SKR' = SKI + SKR (=0,74 + 1,60 = 2,34)

(So)? =

i uzy¢ tak zmodyfikowanego Ssredniego kwadratu resztowego jako
mianownika stosunkdéw wariancji dla efektow gtownych.

SKR'
N—r—c+1

(= 2,34/(18+4) = 0,1064)

2
Np. Miedzy pacjentami  Fp = ok 26 = 43,53 zamiast 52,08

" (Sp)?  0,1064

(co i tak daje w naszym przypadku bardzo wysokg istotnosé...)



Analiza wariancji w klasyfikacji
@! podwaQjnej

Gdyby zas interakcja bytfa istotna, mozna obliczy¢ wartosc:
dij =Y —¥i—y +Y,

ktdra stanowi odchylenie sredniej w polu tabeli od wartosci spodziewanej

dla braku interakcji i ten sposdb zorientowac sie, gdzie jest ,,zrodto”
interakcji.




ﬂlml Uktady niekompletne

AGH

Chcac badac¢ np. wyniki leczenia a metodami w uktadzie, w ktorym mamy do
czynienia z dwoma innymi zrodtami zmiennosci, kazde o a kategoriach
nalezatoby wykonac:

- na’ obserwacji, gdzie n>1 — liczba obserwacji dla kazdego mozliwego zestawienia
kategorii kazdego ze zrédet zmiennosci — jezeli chcielibysmy mie¢ mozliwosc
testowania efektow interakgcji.

- a’ obserwacji (doktadnie jedna obserwacja dla kazdego mozliwego zestawiania
kategorii kazdego mozliwego ze zrodet zmiennosci) — jezeli wystarczytoby nam
mozliwosci testowania jedynie efektow gtownych.

- a° obserwacji (kazda metoda leczenia stosowania tylko jeden raz dla kazdej
kategorii klasyfikacji pierwszej i takze tylko raz dla kazdej kategorii klasyfikacji
drugiej) w schemacie kwadratu tacifiskiego — dla testowania efektéw gtéwnych
(nie jest to niestety metoda zbyt doktadna z uwagi na znaczng redukcje ilosci
obserwacjiz a° do a°).



lll

AGH

Przyktad kwadratu tacinskiego 6x6

Kolumny

Il Uktady niekompletne

Metody leczenia
oznaczymy
literami tacinskimi.



MDJ Uktady niekompletne

AGH

Model addytywny:
Viik =u+a; + B +vi+ &
Vijk — Wartos¢ obserwacji dla i-tego wiersza, j-tej kolumny i k-tej metody
U —Wartosc stafa
a; — Odpowiada za efekt wierszy
f; — Odpowiada za efekt kolumn
Y1 — Odpowiada za efekt metod
Eijk — Sktadnik losowy z wartoscig srednig O i stata wariancjg o’

Yu=3h -y rine
Ji k

i



Mmlﬂ Uktady niekompletne

AGH

H,: (1) brak efektu wierszy
(2) brak efektu kolumn

(3) brak efektu metod




Il Uktady niekompletne

lll

AGH
Kolumny Metody
1 2 | - j .« | a | Ogétem | Srednia Ogoétem | Srednia

1 i i Ry yi. 1] 7Y Vi
N |2 5 5 R; Yo. 2| Ty y.2
I L o : : : : ;
= ik Re | 3 |k| T | 3.

a E E Ra :)_]a.. da Ta }—}..a
Ogé’fem Cl CZ C} Ca T
. _ _ _ _ _ B T
Srednia | yq | Yo || Vj. || Va y=-3




Il Uktady niekompletne

lll

AGH
D W =NE= ) TN+ ) G =D+ ) Ga— )
ijk ijk ijk ijk
+ Z(yijk — V.=V, —Vr+2¥)°
ijk

SK = SKMW + SKMK + SKMM + SKR

SK — Catkowita suma kwadratow odchylen od sredniej ogdlnej

SKMW — Suma kwadratow odchylen srednich wierszy o sredniej ogdlnej
SKMK — Suma kwadratow odchylen srednich kolumn o sredniej ogdlnej
SKMM — Suma kwadratow odchylen srednich metod od o sredniej ogdlne;

SKR — Resztowa suma kwadratéw (odchylen obserwacji od wartosci
uwzgledniajacej efekty: wierszy, kolumn i metod)



l\\

MJ Uktady niekompletne

AGH
2 Tz
SK:zyi]k _ﬁ

ijk

Rf T?

smw =288 >
a a

Z-C-Z T2

SKMK = =L — —
a a

Ty T
simm = 2Tk _ 2
a a

SKR = SK — (SKMW + SKMK + SKMM)



Uktady niekompletne

AGH
Zrédto Suma L|czb§ c Stosunek
. , . , stopni Sredni kwadrat o
Zmiennosci kwadratow wariancji
swobody
Miedzy , SKMW S§
wierszami SkMW a1 SR = a—1 Fr = s2
i SKMK SZ
Miedzy SKMK a-1 % = Fo ==
kolumnami a—1 S§
Miedzy , SKMM _ Sf
etodam SKMM a-1 St=—"7 Fr 57
Reszt SKR (a-1)(a-2) | S¢ >KR
eszta a-1)(a- 5=
(a—1)(a—2)
Ogodtem SK a’-1




MDJ Uktady niekompletne

AGH

Przyktad:

Szesciu roznym krolikom wstrzyknieto w szes¢ roznych miejsc na skorze
grzbietu pewnie preparat. Stosowano szes¢ roznych sekwencji kolejnych
szczepien tego samego zwierzecia. Po uptywie pewnego czasu mierzono
powierzchnie pecherzy powstatych w miejscach szczepien. Doswiadczanie

przeprowadzono w schemacie kwadratu facinskiego.




ll\ JJJ Uktady niekompletne

AGH
Zwierzeta
1 2 3 4 5 6 Ogotem | Srednia
C E D A F B
a 46,7 7,783
7,9 8,7 7,4 7,4 7,1 8,2
D B F E C A
b 43,1 7,183
6,1 8,2 7,7 7,1 8,1 5,9
A C E F B D
- C 41,7 6,950
Miejsce 7,5 8,1 6,0 6,4 6,2 7,5
F A C B D E
d 46,9 7,817
6,9 8,5 6,8 7,7 8,5 8,5
B D A C E F
e 44,0 7,333
6,7 9,9 7,3 6,4 6,4 7,3
E F B D A C
f 7,3 8,3 7,3 5,8 6,4 7,7 42,8 7,133
Ogotem 42,4 51,7 42,5 40,8 42,7 | 45,1 265,7
Srednia 7,067 | 8,617 | 7,083 | 6,800 | 7,117 | 7,517 7,367
Kolejnos¢ A B C D E F
Ogotem 43,0 44,3 45,0 45,2 44,0 | 4,37 D y2 =1984
Srednia 7,167 | 7,383 | 7,500 | 7,533 | 7,333 | 7,283




Il

Uktady niekompletne

AGH
. . Suma L|czba. Srednia Stosunek .
Zmiennosc , stopni o Istotnosc
kwadratow kwadratowa | wariancji
swobody
Miejsca 3,8332 5 0,7667 1,17 nieistotne
Zwierzeta 12,8333 5 2,5667 3,91 P <005
Kolejnos¢ 0,5632 5 0,1106 0,17 nieistotne
Reszta 13,1302 20 0,6565
Ogotem 30,3599 35




